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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Funktionsinterpolation iiber Lagrange-Inter-
polationspolynome in speziellen Iso- und subparametrischen Elementen
erldutert, sowie deren partielle Ableitungen nach kartesischen Koordina-
ten. Dafiir werden Shape-Funktionen, welche auf natiirlichen Koordinaten
basieren, eingefiihrt. Die Elemente, auf die sich diese Arbeit bezieht, sind
Dreiecke und Tetraeder mit linearer, quadratischer und kubischer (nur
beim Dreieck) Interpolation.

Dabei wird gezeigt, dass es moglich ist, die Linearitéit der Geometrie bei-
zubehalten, wihrend die Lagrangepolynome von héherem Grad sind.
Ein weiterer Teil der Arbeit beschreibt die mogliche Laufzeitoptimierung
einer Monte-Carlo-Simulation durch Vorabberechnung von Konstanten.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Ausgangspunkt fiir diese Arbeit ist eine Monte-Carlo-Simulation der Flugbah-
nen von Atomen. Diesen wird zufillig ein Startpunkt, eine Bewegungsrichtung
und eine Geschwindigkeit vorgegeben. Das Gebiet, durch das sich das Atom
bewegt, wird durch ein Gitter aus Dreiecken (2D) oder Tetraedern (3D) diskre-
tisiert. Dabei ist die Aufenthaltsdauer des Atoms in den einzelnen Gitterzellen
von Interesse. Diese ldsst sich berechnen aus den Schnittpunkten der Flugbahn
mit den Kanten des Dreiecks bzw Tetraeders und der Geschwindigkeit des Atoms
innerhalb des Dreiecks. Aus der Aufenthaltsdauer soll die Dichte von Atomen in
dieser Zelle berechnet werden. Dafiir sind an den Eckpunkten der Gitterzellen
Funktionswerte definiert, von denen diese zu berechnende Dichte abhéngt, z.B
Temperatur, Magnetfeldstéirke oder die Dichte anderer Atome.

Die Funktionswerte sollen moglichst prézise innerhalb der Zelle interpoliert wer-
den. In einem normalen Dreieck (Abbildung 1) wire die Funktion nur an drei
Stellen definiert. Fiir eine genauere Interpolation (also hoheren Grades) wer-
den drei zusétzliche Punkte auf den Dreiecksseiten definiert - es entsteht ein 6-
Punkt-Dreieck (Abbildung 2) mit parabolischen Kanten. Dadurch ist es moglich,
Shape-Funktionen hoherer Ordnung zu benutzen (beim 6-Punkt-Dreieck qua-
dratisch, beim 10-Punkt-Dreieck kubisch) und somit genauere Anniherungen
zu erhalten.

Um die Schnittpunkte der Teilchenbahn mit dem Dreieck moglichst effizient be-
rechnen zu konnen, ist es sinnvoll dessen Kanten linear zu lassen. Dies geschieht,
indem die zusétzlichen drei Punkte genau auf die Kanten gelegt werden (Abbil-
dung 3). Die zu interpolierende Funktion ist aber an den zusétzlichen Punkten
nicht wieder durch Interpolation, sondern unabhéngig nach anderen Kriterien
vorgebbar. Damit bleibt die ,Metrik* linear, die Interpolation wird aber von
héherer Ordnung und damit genauer. Die zusétzlichen Punkte kénnen z.B. so
gewihlt werden, dass bestimmte Eigenschaften wie Divergenzfreiheit erfiillt wer-
den.

P3,
Pé,

P5 P5

P1 P2

P4

Abbildung 1: Normales ; . :
Dreieck & Abbildung 2: Ein mogli- ﬁf;;lizllilgni.eipemalfaﬂ
ches 6-Punkt-Dreieck

Definiert man im 3-dimensionalen einen weiteren Punkt pro TetraederKante
erhéilt man ein 10-Punkt-Tetraeder, dessen Shape-Funktionen ebenfalls quadra-
tisch sind.



Zur Zeit werden diese Teilchensimulationen nur mit linearen Funktionen auf
gewohnlichen 3-Punkt-Dreiecken und 4-Punkt-Tetraedern durchgefiihrt. Ziel die-
ser Arbeit war es die Berechnungen fiir Funktionen hoherer Ordnung zu ermégli-
chen. Benotigt werden dafiir die Funktionsinterpolation, sowie deren partielle
Ableitungen nach = und y (und z im 3-dimensionalem).

1.2 Iso- und subparametrische Elemente

Die Gitterzellen, durch die ein Gebiet diskretisiert wird, bezeichnen wir als Ele-
mente.

An die Geometrie eines Elementes wird ein Koordinatensystem angepasst, wel-
ches auf ,natiirlichen Koordinaten“ basiert. Dafiir werden Polynome der Ord-
nung n benutzt. Fiir den Fall n = 1 handelt es sich um eine Geometrie mit
linearen Kanten (Abbildung 1 und 3), fiir n = 2 um parabolische Kanten z.b.
im allgemeinen 6-Punkt-Dreieck (Abbildung 2). Wird auf diesem Element eine
Funktion definiert vom Grad m, so ist dieses Element fiir

n =m isoparametrisch
n < m subparametrisch

n > m superparametrisch

Wir beschéftigen uns hier nur mit Elementen fiir die n = 1 gilt, wegen der
Effizienzanforderung der Monte-Carlo-Methode bei geometrischen Berechnun-
gen. Fiir das 6-Punkt-Dreieck und den 10-Punkt-Tetraeder ist der Grad m = 2
und fiir das 10-Punkt-Dreieck gitl m = 3. Es handelt sich also um iso- und
subparametrische Elemente.

1.3 Monte-Carlo-Methode

Monte-Carlo-Methoden beruhen auf der Verwendung von Zufallszahlen zur Lo-
sung deterministischer oder stochastischer Probleme der experimentellen Mathe-
matik (Modellierung von physikalischen Prozessen). Sie kommen immer dann
zum Einsatz wenn die iiblichen numerischen Methoden aufgrund der Komple-
xitdt der Problemstellung versagen.

Die Methode basiert auf dem Gesetz der groflen Zahlen, d.h. dass ,,sich die rela-
tive Haufigkeit eines Zufallsergebnisses immer weiter an dessen Wahrscheinlich-
keit anndhert, je ofter das Zufallsexperiment durchgefiihrt wird“[5]. Eine erste
Anwendung der Monte-Carlo-Methode hat 1733 der Franzose Compte de Buffon
erfunden[1]. Sein ,Nadel-Experiment® diente zur niherungsweisen Berechnung
von 7. Wenn man eine Fldche mit parallelen Streifen des Abstands D hat und
dort eine Nadel der Lénge L fallen ldsst, so dass sie zuféllig landet, dann ist die
Wahrscheinlichkeit p dafiir, dass sie einen Streifen kreuzt

2L

P=1b

Fiihrt man dieses Experiment sehr hdufig aus, so entspricht diese Wahrschein-
lichkeit dem Quotienten der kreuzenden Nadeln (n) durch aller Nadeln (N),
also



Dies ist ein Beispiel fiir ein real durchgefiihrtes Zufalls-Experiment. Mit Hilfe
von Computern kénnen diese aber heute auch rein virtuell stattfinden und somit
die Anzahl der Versuche stark erhoht werden.

2 Begriffe

2.1 Interpolation

Wenn an ausgewéhlten Punkten Funktionswerte definiert sind, so lassen sich
die Funktionswerte zwischen diesen Punkten interpolieren, d.h. abschétzen. Es
wird also eine kontinuierliche Funktion gesucht, welche die gegebenen Punkte
mit den Funktionswerten trifft.

Das einfachste Beispiel ist eine lineare Interpolation, d.h. gegeben sind zwei
Punkte mit deren Funktionswerten z.B f(1) = 2 und f(3) = 8. Nun ldsst sich
die sogenannte Interpolante bestimmen iiber die Geradengleichung

_8-2

fa) = 53—

r+n

n ist der y-Achsenabschnitt, der sich nun berechnen ldsst 2 =3-14n = n = —1.
Die Interpolante lautet also f(z) = 3z — 1.

Damit lassen sich die Funktionswerte zwischen den Punkten (1,2) und (3,8)
abschétzen, z.b. f(2) = 5.

Im Normalfall liegen der Interpolation jedoch mehr Werte zu Grunde, so dass
komplizierte Interpolationspolynome (der Grad ist bestimmt durch die Anzahl
Punkte - 1) oder andere Funktionen zum Einsatz kommen.

2.2 Natiirliche Koordinaten

In ,finite Elemente Algorithmen® werden Interpolationen nicht in kartesischen,
sondern sogenannten natiirlichen Koordinaten, die auf ein Element beschrankt
sind, durchgefiithrt. Wir wollen diese Konzepte der Interpolation auch fiir Monte-
Carlo-Prozeduren nutzen. Deshalb werden nun zunéchst diese natiirlichen Koor-
dinaten anhand des gewohnlichen linearen Dreiecks eingefiihrt. Diese Einfithrung
orientiert sich an Kapitel 15 von [3].

Alle Punkte innerhalb eines solchen Dreiecks sind darstellbar iiber drei natiirli-
che Koordinaten ¢; (i = 1,2,3), von denen aber nur zwei unabhingig sind.



2.2.1 Definition der natiirlichen Koordinaten

Ein beliebiger Punkt Ya P
Q(z,y) in einem Drei-
eck P;P,P; unterteilt
dieses in drei disjunkte
Dreiecke fiir die gilt

A=A+ Ay + A3 (1)

mit A als Flacheninhalt
des Dreiecks P PoP3
(siehe Abbildung 4). P,

Die natiirlichen Koor- P
dinaten des Punktes Q ’
sind definiert als

A;
G = 1 (2) Abbildung 4: Unterteilung in A; bis Aj

X

d.h. ¢ = (x,y) ist die Transformation von kartesischen Koordinaten (z,y) in
natiirliche Koordinaten ((1, (2, (3).
Der Flécheninhalt A lidsst sich berechnen mit

1 1 1
1
A= 7| @1 %2 s =21(y2 — y3) + z2(y3 — y1) + 23(y1 — y2)
Yt Y2 Y3

wenn die Punkte P;(z;,y;) entgegen dem Uhrzeigersinn benannt werden, sonst
ist A < 0. Fiir die Berechnung von A; bis As gilt diese Bedingung ebenfalls.

1 1 1
1 1
A = 3| ® %2 ¥ |= 5(33?/23 + Y32 + Toy3z — x3Y2)
Y Y2 Y3
1 1 1
1 1
Ay = 3| @ T @ | = 5(392131 + Y13 + T3Y1 — T1Y3)
Y Yy Y3
1 1 1
1 1
A3 — 5 T To T = 5(1::[/12 + Yroq + T1Y2 — $2y1)
1 Y2y
Ay | [T2ys — w32 yes ws2) (1
A | = 5 | T3V Y3 Ys1 T x (3)
As T1Y2 — X2Y1 Y12 T21 Y

mit

Yig =Yi —Yj



Wird der Punkt Q(z,y) entlang ei-
ner Parallelen zu P, P3 verschoben, so
dndert sich A; nicht, da die Grundsei-
te und Hohe des Dreiecks Po P3Q) gleich

Q¢

bleiben (siehe Abbildung 5). Somit ist / onstang
auch (4 entlang einer Parallelen zu P, P3 N A‘
konstant. Auf P, P ist (1 =0, da A; = ’

0 und im Punkt P ist (; = 1, da :
A; = A. Analoges gilt fiir die anderen X
natiirlichen Koordinaten.

Abbildung 5: Konstantes (3

Die Definition iiber den Fldchenquotienten funktioniert fiir den linearen Tetra-
eder analog. Dort kann man sich die Bedeutung der natiirlichen Koordinaten
dhnlich vorstellen, ndmlich iiber Volumenquotienten [2]. Jeder Punkt Q(z,y, z)
in einem Tetraeder (P; bis Py) unterteilt diesen in vier kleinere disjunkte Te-
traeder:

YA
z
P4
1. P,P3PQ
2. PyPyP,Q
Q £
3. P,P,P,Q
4. PLP,PsQ
P, P, _

Abbildung 6: Q im 4-Punkt-Tetraeder

Nun lassen sich die natiirlichen Koordinaten definieren als

Vi
G =1t
wobei V' das Volumen des groflen Tetraeders P P, P3P, ist und V; das Volumen
des Tetraeders, bei dem der Eckpunkt P; durch @ ersetzt wurde.
Auf die Anordnung der Eckpunkte im Tetraeder wird in Kapitel 6.1 auf Seite 29
eingegangen.



2.2.2 Eigenschaften der natiirlichen Koordinaten

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt, dass die Summe aller natiirlichen Koor-
dinaten eines Punktes @) 1 ergibt

3
dG=1dhG=1-(-G (4)
i=1
Die natiirlichen Koordinaten konnen Werte im Bereich von 0 bis 1 annehmen,
wobei ¢; 1 im Eckpunkt Nummer ¢ selbst sind und 0 in allen anderen Knoten.
Zwischen den natiirlichen und den kartesischen Koordinaten gilt die Beziehung

3
d Gmi== ()
i=1

3
ZCz‘yi =y (6)
i=1

Zusammen mit der Bedingung (4) ergibt sich folgende Matrixschreibweise fiir
ein Dreieck, welches durch die Eckpunkte P;(z1,y1), Pa(z2,y2) und P3(z3,ys)
definiert ist

1 11 1\ /G
r|=|z1 22 3 ©) (7)
Yy Y1 Y2 Y3 ¢3

Die Transformation ({1, (2,¢3) — (x,y) ist also linear.

Uber Invertierung der Matrix in Gleichung (7) oder iiber die Formel (2) mit
Gleichung (3) lassen sich die natiirlichen Koordinaten in Abhéngigkeit der Orts-
koordinaten der Eckpunkte und des gegebenen Punktes Q(z,y) darstellen.

G 1 Toys — T3Y2 Y23 T32 1
G| = 54 | Tsyr—oys ys Tis x (8)
¢3 Tiy2 — T2yl Y12 To1 y
1 2423 Y23 32 1
=—| 2431 y31 T3 T
2A

2412 Y12 21 Y

LL'Z'j =X; — ilﬁj

Yig = Yi —Yj
Dabei ist A;; der Flacheninhalt eines Dreiecks bestehend aus den Punkten P;,
P; und dem Koordinatenursprung, daher

1 1 1

2423 =| 0 x3 x3 | = X2y3 — T3Y2
0 y2 s
1 1 1

2431 =| 1 0 @3 | =23y1 — T1Y3
y1 0 ys
1 1 1

2410 =| 1 x2 0 | =21Y2 — T21
y1 Y2 O



2.3 Shape-Funktionen

Die Funktionsinterpolation wird in den oben definierten natiirlichen Koordina-
ten iiber Lagrange-Interpolationspolynome durchgefiihrt. Es gilt also

F(C, 6o, G) = Zfz-Ni<<1,<27<3) (9)

wobei F' das Interpolationspolynom ist, IV; die Shape-Funktionen in Form von
Lagrange Polynomen und f; die gegebenen Funktionswerte in den Punkten P;
sind.
Bei einer linearen Interpolation entsprechen die Shape-Funktionen den natiirli-
chen Koordinaten selbst:

N; =G

Fiir die Elemente mit hoherer Interpolationsordnung diskutieren wir weiter
unten quadratische (6-Punkt-Dreieck, 10-Punkt-Tetraeder) und kubische (10-
Punkt-Dreieck) Shape-Funktionen.

2.3.1 Eigenschaften der Shape-Funktionen

Wie fiir alle Lagrange Polynome gilt bei gegebenen Punkten P;

1, i=j

0, 1#]

und dass ihre Summe in einem Punkt innerhalb des Dreiecks 1 ergibt
i

Geometrisch gelten die Beziehungen
Z Niyi=y

mit (z,y) als kartesische Koordinaten eines Punktes innerhalb des Dreiecks und
(2;,y;) als kartesische Koordinaten der Knotenpunkte dieses Dreiecks.
Im 6-Punkt-Dreieck gilt also

N

1 1 1 1 1 1 1 %2
= 1 X9 T3 X4 T g Ni (11)

Y Y Y2 Ys Y4 Ys Ye N:

Ng

Auflerdem muss gelten, dass zwei benachbarte Dreiecke auf deren gemeinsamer
Kante die selben Interpolationswerte erhalten, d.h. die Interpolation darf dann
nur noch abhéngig von dieser Linie und nicht mehr von dem dritten Punkt sein.
Weiterhin darf die Interpolation innerhalb des Dreiecks nicht von der Reihen-
folge, in der die Punkte benannt wurden, abhingig sein.

10



2.3.2 Herleitung der Shape-Funktionen

Als Beispiel diskutieren wir die Herleitung der quadratischen Shape-Funktionen
des 6-Punkt-Dreiecks. Dieses Dreieck ist nicht nur definiert durch die drei Eck-
punkte, sondern auch durch jeweils einen weiteren Punkt pro Kante. Da die
Geometrie linear bleiben und nur die Funktion quadratisch werden soll, werden
die Punkte Py(z4,y4), Ps(zs5,ys) und Ps(zg,ys) genau auf die linearen Verbin-
dungen zwischen den Eckpunkten gelegt. Der Punkt Py soll z.B. auf der Strecke
P, P, liegen, welche sich darstellen ldsst durch

()= () v (373) o=
Yy n Y2 — Y1

So lassen sich die Koordinaten der Punkte P, Ps und P berechnen.

ry=(1—a)r +oxy ya=(1—a)yr +aiye
5 = (1 —a2)rs + a0z ys = (1 — a2)ys + a2ys
6 = (1 —az)rz +azzy  ye = (1 — a3)ys + asy

Tabelle 1: Lineare Koordinateninterpolation

Die «; diirfen nicht 0 oder 1 sein, d.h. die Punkte auf den Kanten diirfen nicht
auf den Eckpunkten liegen, da sonst in den Shape-Funktionen die Nenner 0
werden.

Bestimmung der natiirlichen Koordinaten des Punktes P;:

11 1\ /G 1
T T2 X3 G| =|0-a)z +aix
Y1 Y2 Y3 G3 (1 —a1)yr + a1y

Da weder z3 noch y3 auf der rechten Seite des Gleichungssystems vorkommen
ergibt sich (3 =0 und es folgt (; =1 — (5

Q1+ Qre =(1 — a1)z1 + g2
(1 =)y + Qoo =21 — 01 + 0122
CGry — 1) + 21 =01 (22 — 21) + 21
G2 =
=>G=1-o

Der Punkt Py(x4,y4) hat also die natiirlichen Koordinaten (1 — oy, @1,0). Die
Berechnungen fiir Ps (x5, y5) und Ps(xe,ys) ergeben die natiirlichen Koordinaten
(0,1 — ag,a2) und (@3,0,1 — as3). In der Literatur wird gewohnlich nur der
Spezialfall fiir a; = % behandelt.

Um die Shape-Funktion N; herzuleiten miissen wir die Bedingungen aus (10)
erfiillen. N7 muss im Punkt P; den Wert 1 annehmen. In den Punkten P, bis
Ps jedoch 0 sein.

Als Ansatz fiir eine quadratische Shapefunktion w#hlen wir:

Ni(C1,€2,¢3) = a1C1 + a2Ce + asls + asCi1Ce + a5C2(s + a6t

11



Mit den natiirlichen Koordinaten von P; bis Py ergeben sich die Gleichungen

Ni(1,0,0) =1 = a; =1

)
(O 1a O) 0 = ag = 0
1
N(l_al’alﬂo) 0:>a4:_7
aq
N(O 17042’ 2) 0:>(I5:0
1
Ni(a3,0,1 —a3) =0 = ag =
(a?)a 043) a/ﬁ ag _1
Die Shape-Funktion N; lautet also
Ni(Crs €2, G3) = G — f162 + HESH
a1 ag —1

Die Herleitung fiir Ny und N3 verlauft analog und ergibt

Na(C1,¢2,C3) = Go — GG + GG
a2 a; —1
N3(¢1,¢2,¢3) = Gz — GG + C2Gs
as oy —1
Fiir die Shape-Funktion Ny, gilt
(1 0 0) 0 = a; = O
(0 17 0) =0=ay=0
1
Ny(1 - -1 IS
( et - a1(ag — 1)

]\74(07 1— 0427042) =0=a5=0
N4(Oé3,0, 1-— OZ3) =0=a5=0

Also o
Nu(G1, G2, G3) = —ﬁ
und
N5(C1, G2, G3) = —%
No(C1,C2,G3) = —%(ifl_l)

Ein anderer Ansatz fiir eine quadratische Shape-Funktion wire auch

Ni(C1,C2,G3) = a1Gi? + a2a® + azGs® + asliCo + a5CaCs + as(3C

12



Durch Einsetzen der Gleichungen ergibt sich

(=1+0a1) G n a3(3(1
a1 714‘0&3

Ni(CiyCorG3) = G2 +

Es lasst sich zeigen, dass diese beiden Shape-Funktionen identisch sind:

(14 ) GG JE (TSN ¢ - SIS
(65} -1+ Qa3 (65} -1+ (6%}
ersetze (3=1—C —

(=14 1) i az(1-C —G)G 6 n 1-G-¢)a

C12 +

2
+ =
Cl a1 -1 + Qa3 C a1 -1 + Qa3
Cl (*Clal + Cz - C2Oés - C2041 + 041043) _ Cl (*Clal + C2 - <2043 - C2041 + 041013)
(o731 (—1+a3) (6731 (—1—|—0¢3)

1
Fiir den Spezialfall o; = 5 erhalten wir die Shapefunktion

Ny =207 —1G = G(2G — 1)

wie in [3] oder [4] angegeben.

Die Shape-Funktionen sind eindeutig, da sie eigentlich nur durch zwei unabhéngi-
ge Parameter bestimmt sind, denn z.b. (3 =1— (2 — (4
Ein Polynom zweiten Grades zweier Verdnderlicher hiingt von sechs Koeffizien-
ten ab, da

p(z,y) = ap + a1@ + agy + azzy + asx® + asy?

Bei sechs gegebenen Gleichungen/Punkten sind diese eindeutig bestimmt.

2.3.3 Beweise

Zunichst wird gezeigt, dass die Summe aller Shape-Funktionen fiir einen Punkt
Q(¢1,¢2,¢3) den Wert 1 ergibt:

ZN Cl_%_i_ C3C1 e C2C3_|_ GG e —%-i- G2Gs

-1 a1 — 1 Q3 Qg — 1
N No N3

—(1G2 —(2C3 —(3C1

(-1 Tan(as—1)  aslas—1)
Na Ns Ne

_ C1C2 GG GG

=1+ G+ — o a1—1 onfor — 1)
(o3 n GG GG GG . GG GG
(65) Qg — 1 Oég(ag — ].) Q3 a3 — 1 ag(ag — 1)
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(a1 —1)Ci¢e + a1CiGe — Ci¢2

(a1 — 1)0[1

=( 4G+ Gt —
1

0

n — (a2 — 1)2(3 + 223 — (2(3 . — (a3 — 1)(3¢1 + a3(3¢ — (3G
(a2 - 1)0{2 (0[3 — 1)0[3

0 0

=1

Auflerdem miissen zwei benachbarte Dreiecke auf ihrer gemeinsamen Kante die

P

3

Abbildung 7: Benachbarte Dreiecke

selbe Funktionsinterpolation haben. Betrachtet man das rote Dreieck in Abbil-
dung 7, so darf die Funktionsinterpolation nur noch von as, fa, f3, f5, (2 und (3
abhéngig sein. Das selbe gilt fiir das blaue Dreieck bei der die Interpolation der
Strecke P, P> nur noch von «q, f1, fa2, f1, (1 und (o abhingig ist, wobei diese
Werte eben genau den eben genannten im roten Dreieck entsprechen miissen.
Die Funktionsinterpolation lautet im allgemeinen Fall (Kapitel 4.2.1):

6

F=Y N,

i=1
_ (_ fa f2 f1>
- (%1 (—1+Oél) -1+ (o751 2

fi fe /3
* <—1 + a3 N Qs (—1 +Oé3) N 043) CS +f1><1

fa Is I3
+<(_ag_a2(—l+a2) _1+a2)§3+f2) G2+ f3@3



Wird nun ¢; = 0 gesetzt, so bleibt nur der hintere Teil iibrig, also

_ fo f5 IE
F(0,G,(3) = <(a2 Tl ta) T3 —|—a2) G +f2) G2+ f3C3

und diese Gleichung ist nur von den oben genannten Parametern abhéngig.
Setzt man (5 = 0, so erhélt man eine Gleichung, die nur von as, f1, f3, f6, (1
und (3 abhéingig ist und mit (3 = 0 funktioniert es analog.

Mit Shape-Funktionen vom Grad 2 lisst sich die Koordinatentransformation
des allgemeinen 6-Punkt-Dreieckes

1 1 1 1 1 1 1\ (M
= |21 X2 T3 T4 Tz Tg
Yy Yr Y2 Ys Ya4 Ys Ys Ng

nur sehr kompliziert invertieren, daher werden die drei zusétzlichen Punkte wie
bereits erwihnt auf die linearen Kanten gelegt (siehe Tabelle 1), denn so ergibt
die Auflésung von

1 1 1 1 1 1 1
x|l =21 @z 23 (1—a1)z1+a1zs (1 —ag)rs +asxs (1 —ag)rs + azr
y vioy2 Y3 (I—a)yi+arye (1—a2)ye +aoys  (1—as)ys + sy

nach (; die bekannte Formel (8) auf dem 3-Punkt-Dreieck. Es ist also moglich
die Geometrie des Dreiecks ,einfach“ zu belasse,n wihrend die Interpolation
auf dessen Fliache durch ein quadratisches Interpolationspolynom eine hohere
Genauigkeit annimmt.

3 3-Punkt-Dreieck

3.1 Ubersicht

i | Ni | Pi(C1,¢2G3)
1| ¢ (1,0,0)
2| (G (0, 1,0)
3] ¢ (0,0,1)

Tabelle 2: Ubersicht 3-Punkt-Dreieck

Fiir die kartesischen Koordinaten gilt bei allen Dreiecken

(1) -2 (2)

mit gegebenen natiirlichen Koordinaten.
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3.2 Priifung, ob ein Punkt innerhalb eines Dreiecks liegt

Eine einfache Methode zur Feststellung, ob ein Punkt innerhalb eines Dreiecks
liegt, ist es die natiirlichen Koordinaten dieses Punktes zu berechnen und zu
iiberpriifen, ob die Bedingung 0 < (; < 1 erfiillt ist. Wenn sie nicht erfiillt ist, so
ist entweder A; > A oder A; < 0, also liegt der Punkt auflerhalb des Dreiecks.
Eine Realisierung in Java kénnte wie folgt aussehen:

Das Dreieck ist definiert durch die globalen Variablen x[i] und yl[i], i = 0,1,2

public boolean contains(final double a, final double b) {
if (x[1]x(y[2]=b)+x[2]*(b=y[1])+ax(y[1]-¥[2]) < O ||
x[2]*(y[0] =b)4x[0]*(b—y[2])+ax(y[2] -y [0]) < O []
x[0]* (y[1] =b)4x[1]*(b=y [0])+ax(y[0] =y [1]) < 0)
return false;
return true;

}

+x
+x
+x

Eine andere Methode ist es {iber die Linearkombination der Richtungsvektoren
des Dreiecks zu argumentieren. Die Richtungsvektoren lauten

. To — X1 , T3 —T1
v = V2 =
(92 - yl) (113 - y1>

A
Unter der Voraussetzung, dass

U1 und ¥ linear unabhingig
sind, ist jeder Punkt im R? als
Linearkombination dieser Vek-
toren darstellbar, also

@):Am+u@,%ueR

Wenn vom Startpunkt (zy,y1)
zu einem beliebigen Punkt
Q(z,y) der Richtungsvektor als
Linearkombination der beiden !

Richtungsvektoren ¢; und v5 X
dargestellt wird, erhalten wir

Abbildung 8: Parallelogram aus ¢; und ¥,

(ZL‘—ZIJ1> -\ (372 —561) +M (iﬁg—ml)
Y=y Y2—hn Ys — U
Gilt 0 < A\, < 1, s0 liegt der Punkt Q in dem von den beiden Richtungsvektoren

aufgespannten Parallelogram, welches seinen Ausgangspunkt in P; hat. Damit
@ auch im Dreieck P P, P3 liegt muss sogar noch A + p < 1 gelten.
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3.3 Ableitung nach kartesischen Koordinaten

Fiir das gewohnliche 3-Punkt-Dreieck gilt an einem Punkt Q(x,y)

3
F=3 [
=1

und somit an diesem Punkt

Die partiellen Ableitungen von ¢; nach  und y lassen sich aus der Formel (8)

errechnen.

G 1 ¢ 1
or ﬂyzs 871/ = ﬂidz
0 1 9¢a 1
or ﬂyiﬂ 87y = ﬂl‘w
a¢ 1 a¢s 1

Oz = ﬂylz Ay = ﬂlﬂm

Tabelle 3: Partielle Ableitungen der natiirlichen Koordinaten

Da y;; = —yj; gilt kann man also die partielle Ableitung der natiirlichen Ko-
ordinaten nach y aus der partiellen Ableitung nach x herleiten indem alle y;;
durch z;; ersetzt werden und ein negatives Vorzeichen vorangestellt wird. Dies
ist bei spateren Ableitungen von Nutzen.

oF 1

o :ﬂ(flyZLS + fays1 + fayi2) (12)
% - ﬂ(fwczs + foxz1 + faz12) (13)
(14)

Die partiellen Ableitungen von F an einem Punkt Q(z,y) im 3-Punkt-Dreieck
sind also konstant, d.h. unabhéngig von ¢ und lassen sich im Vorhinein berech-
nen. Die Bezeichnungen z;; = x; — x; und y;; = y; — y; gelten auch in allen
weiteren Ableitungen und Formeln.
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4 6-Punkt-Dreieck
4.1 Ubersicht

i N; P;(¢1,62 C3)
TGS S [ (1,00
2| G- 4o e | (0L0)
3¢ % + S (0,0,1)

4 —% (1—&170[1,0)
5 *7{12(_214_?_0‘2) (O, 1 — (9, Oéz)
6 —% (04370,1—043)

Tabelle 4: Ubersicht 6-Punkt-Dreieck

Das 6-Punkt-Dreieck ist
durch die drei Eckpunk- Va
te Pp, P, und P35, sowie
einem Punkt pro Kan-
te definiert (Py bis Pg).
Diese Punkte konnen
beliebig auf den Kanten
verschoben werden in-
dem die «o; variiert wer-
den. Jedoch diirfen die
Punkte Py, Ps und Py
nicht auf den Eckpunk-
ten selbst liegen, also

O0<a; <1

ésiihelll{)apitel 2.3.2 auf Abbildung 9: 6-Punkt-Dreieck
eite 11).

4.2 Berechnungen im allgemeinen Fall
4.2.1 Funktionsinterpolation

Mit dem Lagrange-Interpolationspolynom

6
F=> fN;
i=1
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lasst sich der Funktionswert interpolieren

ponfo S8 6 ) (g G0, 66 )

71 —+ (6%} (6] 71 —+ (65)
(3C1 (203 faCi1Ce
+f3 (CS - 0473 * —1+02> B a1 (—1+041)
[5¢2G3 f6¢3C1

(%) (—1+O¢2) Qa3 (—1+O¢3)

Dies lésst sich z.B. mit Maple nach den natiirlichen Koordinaten auflésen:

_ fa f2 Ji
F_< <_C¥1 (—1+C¥1) + —1-’-041 N a1> CQ
1 fe /3
+ <1+O&3 B Q3 (*14’0&3) B 043) <3+f1)C1
fa Is I3
+ ((—OQ T s (1 +a9) + —1+a2> C3+f2> G2 + f3@3

=12+ 1v2@3 + f1)C1 + (133 + f2) G2 + f3(3

Die v;(i = 1..3) lassen sich fiir jedes Dreieck vorab berechnen, denn sie sind
unabhingig von dem Punkt @ = ((1,(2,(3). In ihnen sind nur die Konstanten

eines Dreiecks (f; bis fg und aq bis a3) enthalten.

4.2.2 Partielle Ableitungen

Nun wird dieser interpolierte Funktionswert partiell nach den kartesischen Koor-
dinaten abgeleitet. Dabei ist die Kettenregel zu beachten, denn zunéchst werden

die Shape-Funktionen nach den natiirlichen Koordinaten abgeleitet:

0
9¢1
= 9
V= Iy
0
9¢s
¢ € ¢
. 1= 0721 —Z 7113043 . Cfljal ¢
_ 1 _ 3 1
VN = o VN = | 1-50+ =i
G S2
—14as %)
¢s3 _ C2
. COé3 . 0¢1(—C1+Oé1)
_ 3 _
VN3 = “itar VN = | —a=iman
1 2
1- s + —14as 0
¢3
N OC3 o az(—1+asz)
VN5 = R VNe = 0{
2 1
T az(—1+az) T az(—1tas)
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Danach werden die natiirlichen Koordinaten nach = und y wie in Tabelle 3 auf

Seite 17 abgeleitet.

Aus dem interpolierten Funktionswert

6
F=> fiN,
=1
wird nach Kettenregel
aj_zﬁz <8N 9, ON; 96 aNiagg>
or ~ ¢, Ox 8(2 Ox d(3 Ox
B 3 (Yo —ys3)  C(=ys+uy1)  C(=y2+wy1)
_<<1_+—1+a3) 24 a4 (—1+a3)2A)f1
(Y2 — y3) € C1 (—ys+uy1)  G(=y2+y1)
+( “1+ay)24 (1_a+1+a1) 24) | a4 >f2
Gy2—ys)  G(-ys+uy) C1 G2 (—y2 +y1)
+( az2A (- 1—|—012)2A+(1_043+—1—|—a2> 24 )fg
+< G2 (Y2 — y3) C1(=y3 +v1) >f
041 —1+a1)24  ay(-1+a7)24)""
+< —y3 + Y1) Cz (—y2 + 1) >f
g (—1+a2)24  ay(—1+ay)24 °
L C3 Y2 — Y3) Ci (=2 +y1) f
ag —1+ a3) 2A ag (—1+a3)24 6
_ L <(y13 n )f Yizfs  yizfo visfa tefe >C
24 (- 1+ 9)7 T ey Clton) ar(-lton) as(—l+as))t
(( y12 )f B Y231 n Y12f3 _ Y12fs _ Y23 fa >C
1) g o1 (—14+a) as(—l4az) a(—14+a) 2
Y23 Y13 y13fo Y23 f1 Y23 f6 y13f5
+( (ag B (—1+a2)> Bty T i tas)  as(ltas) a <—1+a2)><3
+ﬂ%f1—ywh-FmQh>
or 1 <<$C13+ T12 >f _miafs  wsf ri3fs  T12fe )C
6y 2A o (—1—|-043) ! a3 (—1+0¢1) (a7} (—1+051) a3 (—1+053) !
712 723 Ta3 f1 T12f3 T12f5 T23 fa
+( <_0@ " (— 1+041)) f- o (-1+a2) az(-l+a) o (1+041))<2
T23 13 713 f2 T3 f1 723 fo 713 f5
+< <_043 (-1 +a2)) fot az  (~l+as) as(—1+as)  ax(-1 +a2))C3

+223f1 — T13f2 + 3312f3>

Die beiden partiellen Ableitungen lassen sich in der Form

V1G4 vala + 33 + vy
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schreiben, wobei die v; pro Dreieck konstant sind (wie beim interpolierten Funk-
tionswert). Will man also diese Konstanten in der Monte-Carlo-Simulation vorab
berechnen, so sind fiir jede partielle Ableitung vier Gleitkomma-Koeffizienten
notig. Zusammen mit den drei Koeffizienten des Funktionswertes werden also
pro Dreieck 11 Gleitkommazahlen benétigt.

4.3 Berechnungen mit linear interpolierten f; bis fg

Diese Berechnungen dienen zur Kontrolle. Da bei linear interpolierten Funkti-
onswerten in den Punkten P, bis P keine neuen Information hinzukommen,
muss sich die Berechnung auf die des 3-Punkt-Dreiecks reduzieren.

4.3.1 Funktionsinterpolation

fai=Q—-a)fi+oufo
fi=0—a)fo+aafs
o =(1—a3z)fs +azfi

Unter Verwendung der in Tabelle 4 auf Seite 18 angegebenen Shape-Funktionen
fiir das 6-Punkt-Dreieck ldsst sich der interpolierte Funktionswert F'((1, (2, (3)
eines Punktes @ mit Hilfe der Formel (9) berechnen.

6

F(G,C2,Gs) =Y fili
=1

=f1(C1—<142+<‘341>+f2((2_C2<3+C1<2>
(&3] Q9

—1 —|—O[3 —1 —|—Oél
(3C1 C2C3 (1 =on) fi + a1 f2) e
+f3 (CS Qg +—1+O¢2> (651 (—1+a1)
(A —oas) fot+aafs) Gl ((1—as) fs+asfi) GG
(65 (—1-’-&2) Q3 (—1-’-&3)
_ GG  (1—oa1) G GG (1 — )3
= (Cl "o o (—1+a1)> fi+ <C2 o o (—1+a2)> fo
GG (1 —as) (st
+ (C3 B Qs B 053(—14—0(3)) f
_ G (1-a1)( G (1—a2)(3
= (1 T m(Cltan) +a1)> fi¢i + (1 T s os(=1+aa) +a2)> falo
1 1
G (1-a3)C
- <1 - 073 - az (—1 +a3)> fs6s

1
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Wie vorhergesagt ist in diesem Fall die Interpolation identisch mit der im 3-
Punkt-Dreieck.
4.3.2 Partielle Ableitungen

Das selbe Ergebnis ist auch fiir die partiellen Ableitungen zu erwarten.
Maple vereinfacht den Ausdruck

ON: 0G| ON 0G| ON; 06y
Zfz(aC Ox 5(2%4— IGs ax)

schnell zu
OF _ —fiys + fiya + foys — favn + f3yn — faye

0r  Tay3 — x3Ys + T1Y2 — T1Y3 + Y173 — Y172

wobei der Nenner den 24 aus den partiellen Ableitungen der natiirlichen Koor-
dinaten nach kartesischen entspricht, daher

oF 1
o — ﬂ(fly% + foys1 + f3912)
und OF 1
Fy = —ﬂ(flxgg + foxa1 + f3212)

Vergleicht man das Ergebnis mit (12), so sieht man das auch die partiellen
Ableitungen identisch sind mit denen des 3-Punkt-Dreiecks.

4.4 Realisierung/Optimierung in Java und C

Um die Berechnung der Ableitungen

und des Funktionswertes zu optimie- P(0,1) P (%4,1) P,(1,1)
ren wurde ein Programm geschrieben,
bei dem acht Dreiecke in einem Ein-
heitsquadrat liegen und dann fiir eine
grofie Anzahl Zufallspunkte (die in die-
sem Quadrat liegen) die partiellen Ab-

leitungen und der interpolierte Funk- P.(4.%2) PXEA) P.(1}.%2)
tionswert berechnet wurden. Fiir jede
Kante wurde ein zufilliges o berechnet
und daraus die Koordinaten der drei
Punkte und deren Funktionswert auf
den Kanten ermittelt. Zu beachten ist,
dass zwei benachbarte Dreiecke sich den
selben Punkt auf der Seite teilen, d.h. es
muss evtl mit 1 — «; gerechnet werden.

Die zu interpolierende Funktion lautete Abbildung 10: Einheitsquadrat mit acht
Fla,y) = 2yt Dreiecken

P (0,0) P,(%,0) P,(1,0)
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garre@ipp503 > time MonteCarlo

real 1m4.340s

user 1ml.672s

sys Om0.628s

garreQipp503 > time MonteCarloOpt
real Om7.644s

user Om7.536s

sys O0m0.084s

garre@ipp503 > time java MonteCarlo
real 1m9.897s

user 1m5.192s

sys O0m0.608s

garre@ipp503 > time java MonteCarloOpt
real Om6 .452s

user Om6.272s

sys Om0.108s

Dadurch, dass die Koeffizienten v; vorab fiir jedes der acht Dreiecke berech-
net wurden, konnte die Laufzeit bei 10 Millionen Zufallspunkten im C Pro-
gramm (MonteCarlo.c) von ca 62,3 Sekunden auf etwa 7,6 Sekunden (Mon-
teCarloOpt.c) verkiirzt werden. In den #quivalenten Javaprogrammen ist ei-
ne Laufzeitreduktion von 65,7 Sekunden (MonteCarlo.java) auf 6,3 Sekunden
(MonteCarloOpt.java) zu beobachten. Die genannten Programme sind im An-
hang (A bis D) zu finden.

Ob sich diese Vorabberechnungen lohnen, héngt jedoch stark vom Verhéltnis
der Anzahl Dreiecke zu der Anzahl Zufallspunkte ab. Bei einer Million Dreiecke
und nur tausend Punkte, wiirde es sich nicht lohnen, die 11 Koeffizienten pro
Dreieck zu berechnen. Daher ist es am sinnvollsten, zunéchst keine Werte vorab
zu berechnen. Wenn wéhrend der Monte-Carlo-Simulation jedoch ein Punkt in
einem Dreieck landet, so werden die Koeflizienten fiir dieses Dreieck zu gemerkt
und gegebenenfalls wieder benutzt, falls ein weiterer Punkt im selben Dreieck
landet. D.h. es wird ein zufélliger Punkt berechnet, ermittelt in welchem Dreieck
er liegt, die natiirlichen Koordinaten in dem Dreieck berechnet und iiberpriift,
ob fiir dieses Dreieck schon die Koeflizienten ermittelt wurden.

Selbst wenn nur genau ein Punkt in einem Dreieck landet hat die Koeffizienten-
berechnung keine gravierenden Nachteile beziiglich der Laufzeit. Jedoch muss
der Speicherverbrauch beachtet werden, denn bei einer Million Dreiecke und je
11 x 8 Byte wird allein dafiir knapp 84MB Speicher verbraucht.
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5 10-Punkt-Dreieck
5.1 TUbersicht

i N; P;(C1,¢2(3)
1 %Cl(?’Cl - 1)(3C1 - 2) (17 0’ O)
2 ?C2(3C2 —1)(3¢2 —2) (0,1,0)
3| 5G(3¢ —1)(3¢ —2) (0,0,1)
4 §C1C2(3<1 _1) (%7§70)
5 gC1C2(3C2 —-1) (§7§70)
6 ngCS(?)Cz -1) (0, 3 %)
7 ngC3(3C3 -1) (0, 5, g)
8 ngCI(?’CS - 1) (; 07 %)
9 503¢1(3¢ — 1) (?0, q)
10 27¢1C2(3 (3,3,3)

Tabelle 5: Ubersicht 10-Punkt-Dreieck

Das 10-Punkt-Dreieck ist definiert durch die drei Eckpunkte sowie jeweils zwei
Punkte auf den Kanten und einem Punkt im inneren des Dreiecks (sieche Ab-
bildung 11 auf der néchsten Seite). Es lassen sich allgemeine Shape-Funktionen
herleiten, bei denen die Punkte 4 bis 10 beliebig verschoben werden konnen (d.h.
die Punkte 4 bis 9 auf den entsprechenden Kanten wie beim 6-Punkt-Dreieck
und der zehnte Punkt innerhalb des Dreiecks). Die Herleitung dieser Shape-
Funktionen mit dem Beweis, dass sie die notigen Eigenschaften erfiillen sind im
Anhang E zu finden, jedoch werden die Formeln der Funktionsinterpolation und
der partiellen Ableitungen so kompliziert, dass eine Implementierung ineffizient
wére. Daher beschéftigen wir uns mit dem Spezialfall, dass die zwei zusétzli-
chen Punkte pro Kante diese in drei gleich lange Strecken unterteilt, d.h. die «a;,
welche die Koordinaten der Punkte Py, Ps und Pg bestimmen sind alle % und
die B; (fir Ps, P7, Py) sind fest bei % Auflerdem soll der zehnte Punkt genau
in dem Schwerpunkt des Dreiecks liegen, d.h. bei (; = (o = (3 = % Durch diese
Spezialisierung erhalten wir die Shape-Funktionen, die auch in der Literatur [3]

angegeben werden.

5.2 Die kartesischen Koordinaten von P, bis P

Die kartesischen Koordinaten lassen sich leicht aus den natiirlichen Koordinaten
berechnen iiber die bekannte Formel

3
xr X;
(y) a ; ‘ (y)
Sind jedoch die natiirlichen Koordinaten unbekannt, so lassen sich die kartesi-
schen Koordinaten iiber Geradengleichungen berechnen. Als Beispiel wird die

Herleitung der kartesischen Koordinaten von P, und P; gezeigt, welche sich
analog auf die Punkte Py bis Py anwendet lésst.
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2 W

Abbildung 11: 10-Punkt-Dreieck mit linearen Kanten

Jeder Punkt auf der Strecke P; P, lisst sich darstellen iiber
(-G zm)amn
Y Y1 Y2 — Y1

Fiir den Punkt Py ist A = %, fiir Ps ist A = %

Wir erhalten:
T4 1 (221 + 22
Ya 3\2y1+ 2
Is5 1 xr1 + 2392
Ys 3 \y1+2y2

Zur Berechnung des Mittelpunktes Py gibt es z.B. die Moglichkeit die Seiten-
halbierende der Strecke P P3 zu zeichnen mit der Darstellung

T T1 T2ty _ g
= + A 2 ,A=0..1
() =G (et =h)

Der Mittelpunkt des Dreiecks teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 zu 1,
daher l&sst sich dieser iiber A = % berechnen

T\ _ (71 +2 sz;xg—ﬂh
Y10 Y1 3\LTE —y

:1 1+ T2 + 23
3\Y1 +y2+ys
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5.3 Funktionsinterpolation

Wir wollen nun die interpolierten Funktionswerte fiir den Spezialfall a; = %,
Bi =2 und &; = 1 (i jeweils von 1 bis 3) berechnen:

3 GG 960 5 Gals ) fo

2

= (Cl - gQQCz - 9C3C12) fi+ (C2 - *C1C2 - *Cz Cs) fo
+ (C?) ng 3" — ¢ C3 C1> + (9 G2 — 5 C1C22 -3 C1C2C3> fa
9 9 2 9 2 9
+ ( 5( 2 +9G6G - 3 ClC2C3> f5 + <9C2 (3 — 3 G2G3” — 3 C1C2<3) fe
+ ( gC G+ 966G - 2C1C2C3> fr+ <9C3241 - gC3Cl2 - 2C1C2C3> /8

+27 (123 f10

Wieder mit Maple aufgelost nach den natiirlichen Koordinaten ergibt:

F:<<—Zf5+9f4—2f1> G+ (—Zfl —Zf8+9f9) <3><12

+< —f2+9fo—9/2f4>C2
+< Zf7—f8—f4—f6—f5+27f10—2f9>C3C2

9 , 9. 9 ,
+<9f8f32f9> G3 +f1>§1+ <2f22f7+9f6> (3C2
+<( gf3+9f7—3f6>§32+f2)C2+43f3

5.4 Partielle Ableitungen

Nun kommen wir wieder zu den partiellen Ableitungen nach kartesischen Ko-
ordinaten, fiir die, wie im 6-Punkt-Dreieck, die Kettenregel beachtet werden
muss. Die Ableitung der Shape-Funktionen (siche Tabelle 5 auf Seite 24) nach
den natiirlichen Koordinaten liefert:

oG
= 2]
V= 3G

aCs
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ZE—-9G+1 0 0
VN, = 0 ) VN, = (227§§ — 9+ 1|VN; = 0 )
0 0 ZE-9G+1
B 27¢1¢2 — 3¢z . 23— C2 = 0
VNy=| Z¢G- *Cl ) VN5 = ( 2702¢1 — 3C1 | VNG = | 2763 — 3¢s )
0 0 %CQQ - %CQ
. 0 ) . ( TG -3G 0\ . 27¢1¢3 — 53 )
VN; = 22— 3¢ VINg = 0 VNy = 0
27¢3¢2 — 3¢ 27¢361 — 3G TG -5G
. (27C2C3)
VN1 = | 27C1C3
27¢1¢2

Zusammen mit den partiellen Ableitungen der natiirlichen Koordinaten (Tabel-
le 3 auf Seite 17) nach x und y lisst sich F' partiell ableiten.

Zfz
=1

21 << 1—9C142—9C3C1)y23—*€:1 y31—*C1 le) f1
¢?

as

+

ON; 0G 3Ni [4¢} n ON; 0¢3
(1 or 6(2 Oor  0(3 Or

Y23 + (1 —9C¢ —9¢(3) Y31 — = Cz y12> f2

l\D\@ l\D\CD

(3%yos — = C3 Y31+ (1 —9¢¢ — 9C3C1)y12> f3

+

+ (( 8¢ — = Cz -z 5243 Yoz + (97— 96 — gC?)Cl) Y31 — g§1C2y12> fa
( :

( 9¢i +9G° - 9C2C3> Y23 + ( gC +18¢1¢2 — g@@) Y31 — gClCzyw) f5
+ < (2C3Y23 + (18 C2C3 — g - g 3C1> Y31 + (9 C2® —9CaCs — gﬁ@) y12> fe

+

o + (=966 4967 = 5661 )y + (=5 67 418G - § G2 e ) F

+ (9 G2 -9GG - ngCB) Y23 — gC?)Clyal + (18 (3¢1 — 2512 - g@@) y12) IE
+ <<—g G2+ 18¢¢G — 3@2(3) Y23 — §C3§1y31 + (—9 GG+9G° - 3C1C2) y12) fo

+ (27 (2(3y23 + 27 (3C1y31 + 27 G1¢2y12) f10>
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Ersetzen aller y;; durch z;; und ein negatives Vorzeichen fiithrt zur partiellen
Ableitung nach y.

10

8F 3, <8N6(1 ON; G amag,)
— "\ Oy 0 dy OGOy

= 2;(((1—9@(2—9(3(1)3323— =Gl —*C1 3312) fi

+ (-5 Glom (196G - 9GG) o - § GPon ) o
# (-5 Gtom = § G+ (1= 96t~ 96ac) o ) o
+((1366- 56 - §a6) o+ (967 -90G - § 66 ) o - § GGna) f
# (906 +962 - Fata)m+ (~507 41806 - § G ) o - § e f
(-5 a4 (18660 = 5 6= 5 6 ) + (96 - 96 - § 162 ) o
(- Garmn + (-9 +9G7 - § G ) + (-5 G+ 18660~ 51 ) o) o
+ (062 966 - §at ) o - § b + (1866 - 562~ Fae ) ma) £

+ (-5 + 1866 - §at ) o § ot + (<966 4967 - Sag ) on) f

+ (27 (2323 + 27 (3C1231 + 27 (1(2T12) f1o>
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6 4-Punkt-Tetraeder
6.1 Ubersicht

i | Ni | Pi(C1,¢2C3,C4)
1] G (1,0,0,0)
2| (s (0,1,0,0)
3| (3 (0,0,1,0)
4| G (0,0,0, 1)

Tabelle 6: Ubersicht 4-Punkt-Tetraeder

Fiir die kartesischen Koordinaten gilt bei allen Tetraedern

P02 ()

Der lineare 4-Punkt-Tetraeder ist dem gewohnlichen Dreieck sehr dhnlich. Da
er jedoch ein 3-dimensionaler Korper ist, kommt eine weitere kartesische Ko-
ordinate z hinzu. Auflerdem wird er durch einen vierten Punkt Py(z4,y4, 24)
definiert.

Die allgemeine Form lautet daher:

1 11 1 1\ /G
Tl _|*1 T2 T3 T4 G2 (15)
Yy Y1oY2 Yz Ya| | G
z 21 oz oz 7)) \Ga
Die Invertierung von Formel (15) ergibt
G 6Vi a1 b1 o 1
GQf_ 1 |6V2 az b2 cof | (16)
(3 6V | 6Vs a3 by c3] |y
Ca 6Vi as by cu) \z
mit
1 1 1 1

1l‘1 To X3 T4

6|y1 Y2 Y3 W4
Z1 z9 z3 Z4

Wie beim Dreieck miissen auch beim Tetraeder die Punkte in der richtigen
Reihenfolge benannt werden, so dass V' positiv wird [2]. Dies geschieht indem
man:

1. Einen Ausgangspunkt als P; definiert

2. Eine Seite des Tetraeders auswihlt, die die ersten drei Punkte enthalten
soll

3. Die Punkte dieser Seite gegen den Uhrzeigersinn durchnummeriert vom
vierten Punkt aus betrachtet
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Die weiteren Koeffizienten V; bis V}, sowie @, b und ¢ lassen sich berechnen iiber

1 T2 T3 T4 1 T1 T3 T4
Vi = Glv2 Uz Wa Vo = G| vz W
22 23 24 21 23 24
1 r1 T2 T4 1 r1 T2 I3
V3=6 Y1 Y2 Y4 ‘/4:_6 Y1 Y2 Y3
21 22 24 21 22 Z3

ax 0 243 2214 232 Y1

as 238 0 241 213 Y2

as ze2 214 0 2; Y3

ay 223 231 z12 O Y4

b1 0 ma3 wag w32\ (21

ba r3a 0 x4 713 29

b3 T42 w4 0 9y 23

by To3 w31 T12 0 24

c1 0 Y43 Yau Y32 x1

co| _fysa 0 wyar w13 To

cs | |wvaz via 0y T3

4 Y23 Y31 Y1z O T4

6.2 Ableitung nach kartesischen Koordinaten

Aus Gleichung 16 auf der vorherigen Seite lassen sich leicht die partiellen Ab-
leitungen der natiirlichen nach den kartesischen Koordinaten berechnen
agG 1
Jr

G 1
dy

aG 1

9 v

T RO

und somit aus

1
F=Y fiG
i=1

die partiellen Ableitungen von F' nach x,y und z herleiten

OF 1 <

% = W;fﬂli
OF 1 &

— == ibi
dy 6V ;f
OF 1 <

a = W;fici
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7 10-Punkt-Tetraeder

7.1 Ubersicht

i N P;(¢1,C2 ¢35 Ca)

1 G — S8 4 Qs (1,0,0,0)

2| Gt S - w (0,1,0,0)

3| (- ffCZZ (0,0,1,0)

T PP i (0,0.0,1)

. ) e o

: ) (a3,0,1 — 3,0)
T (1 —@4,0,0,q)

9 — (0,1 — a5,0, a5)

10 — (0,0,1 — ag, ag)

Tabelle 7: Ubersicht 10-Punkt-Tetraeder
Der 10-Punkt-

Tetraeder ist durch
vier  Eckpunkte P
bis P4, sowie jeweils
einem Punkt pro Kante
definiert (P5 bis Pig).
In Abbildung 12 sind
diese Punkte genau
auf den Mitten dieser
Kanten, d.h.

1
==, Vi
(0% B) (3
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Abbildung 12: 10-Punkt-Tetraeder mit linearen Kanten




7.2 Funktionsinterpolation

Die Funktionsinterpolation wird wie iiblich iiber das Lagrange-Interpolations-
polynom durchgefiihrt. Mit den quadratischen Shape-Funktionen aus Tabelle 7
als Lagrange-Polynome ergibt das:

10
F =Y Nif;
i=1
_ <1C2 CaCa C1¢3
_<C1 T e +—1+a3)f1
<1<2 GG GG
714’0&1 (6%) (073 2
( _ GGy Gl QCS) f
—1+042 (6733 Q3 3
(3Ca €41 e
< —1+a6+—1+a4+—1+a5)f4
GGfs  QGfe  GGfr
a1 (—1+0&1) (%) (—1—|—0¢2) a3 (—1+(Jé3)
. GGfs  Glfe  GsGfio
ag (—1+aq) as(—1+a5) ag(—1+ag)
()
o —1-’-0&1 (651) (—1-’-041) (651) 2
fr f1 f3
* (Ozg(—l—f'ag) * —1+053 B a3> CS
fa f1 fs
+ (—1 + ay B 074 B (6%} (—1 +Oé4)) C4 +f1>§1
fo f3 fe
+<<_a2+ —1+as 062(—1+042)><3
fa fo fo
+ (—1+a5 T as (=1t as) a5> C4+f2>(2
fio fa f3
+< <_ (—1+ag) * —1ta %) <4+f3>43+<4f4
=G+ 1@ +1r3l+ f1)Q
+ (vaC3 + v5C4 + f2) (2
+ (v6Ca + f3) (3
+faCa

Im Gegensatz zum 6-Punkt-Dreieck, wo zur Vorabberechnung nur 4 Konstanten
benétigt wurden, miissen hier also 6 Konstanten v; abgespeichert werden.
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7.3 Partielle Ableitungen

Die Vorgehensweise fiir die partiellen Ableitungen nach den kartesischen Koor-
dinaten (hier x, y und z) ist die selbe wie im 2-dimensionalen auch. Zuniichst
werden die Shape-Funktionen nach den natiirlichen Koordinaten abgeleitet:

0
o1
0
= _ | 9¢
V= 0
0¢s
0
0C4
C e ¢
1 — =2 —|— 71+o¢3 oTi 1ja1
= S - 14— S G
VN; = Cflll VN, = —14a; o Qs as
e 2
Qg as
_ G Ca
- -
- G’ . e
Pasl o | - i
B EHQQ o o e ¢
: 1 2 :
_OTZ’ 1+ —1+ay + —1+as + 71;0%-,
G
a1(—cl+0t1) 0(3
- IS S . __ ¢
VN5 — ar(—1+aq) VN@‘ — Ot2(—C12+CE2)
0 —oa—TFen)
0 0
__ G G
as(—14+as) as(—1+aq)
VNr=1_ o Vs = 0
as(—14+as) c
0 SRS N
(]4(—1+(¥4)
0 0
3 L a 3 0
VINy = sl Itas) VNypo=|___ ¢
0 ae(—1+ag)
G T
as(—1+as) ag(—1tag)

Mit den bekannten Ableitungen der natiirlichen Koordinaten nach den kartesi-
schen (Kapitel 6.2) kann nun F abgeleitet werden:

Zf ON,OG | ONi DG | ON:9Gy | ON; 0
"\O0C 0z 0l Ox  O¢3 Or O Ox

_ 1_@_,_ (3 C4 a1 Giag n Gias C1a4
oy —1+a3 6V a6V (=14 a3) 6V a 6V

Caaq Cl (3 G4\ a2 (203 Caa4
1o ot 58 54y %2 5208
+ ( -1+ aq)6V + + —14+a1 a a5/ 6V a6V as6V f
LS Gaag oS, G C4 E _ Gsayg
0436‘/ -1+ 042) 6V a3 —1+4+ s agbV
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OF
dy

C4111 + C4a2 + C4a3
(-1+ a4 )6V (=14 a5)6V (=14 ag)6V

<2 CS a4
1 -
+( +71+a4 Ttos  Tltag) 6V Ja
n Gaan B Ciag
061 -1+ 061 6V ( 1+ 051 6V
+ Csaz _ Geas
042 -1+ 042 6V -1+ 042
(3a1 G1as
+< az (—1 4 az) 6V —1 4 a3) 6V Jr
4a1 1a4
+< 22 (14 az) 6V 1+ o) 6V>f8
Gaaz Coa4
+< as (—1+ as) 6V —1+as5)6V fo
Caa3 (3a4
+< ag (—1+ ag) 6V ag(—1—|—a6)6V S0
1

_ 1 ((_tlz+ as _a4)f _agfs as fr
6 a; —1l4+az3 oy ! s ag (—1+ a3)

_ ans _ a4f8 4 a4f4 T a2f2 >C1

o (—1+a1) aa(—14+aq) —-14as —-14m
a1 as a4 as f3 a4 f4
+(< a>f2+1+042+1+a5

aifs _asfe _aifi aafo )C
(o3} (—1—|—O(1) (%) (—1—|-012) a1 (675 (—1—0—045) 2

+((al+ a2 M)f3+ afi__asfs

—14+ as Qo

a4 fa a4 f1o as fe ay fr )
) <3

—14 ag Qg (—1—|—a6) (D) (—1—|—042) g (—1+Oé3

a1 as as a1 fs
+ + + ——8
((—14—044 -1+ a5 —1+a6)f4 ay (—1 4 ay)
_arfi  asfy  agfio azfa asfs ¢
(67} (0759 (71 + Ot5) Qg (71 + Otﬁ) (075 (675 4

+aifi +azfs +asfs+ a2f2)

_ 1 b b5 b £ bsfs bs f7
6V aq -1+ (0% Qg ! (0%} (0%} (*1 + 013)
B ba fs B by fs by fa ba f2 >C
(o731 (—1+C¥1) Qg (—1+a4) —14+ay -1+ o !
by by by bs fs bafs
+(< >f2+—1+a2+—1+a5

. hfs _ bsfs _bifi bafo )C
a7 (714’0[1) (6%} (714’0[2) o (6759 (714*0[5) 2
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+(<_l)1+l)2_l)‘1)f3+b1fl_b2f2

Qs —14 as Qg —14 as (o)

by fs bs f1o b2 fe by f7 )

+ — — —
714’0&6 (673 (714’0&6) (65) (714’0&2) Qs (714’0&3

b1 by b3 b1 fs
+ + + -l
<<—1+044 -1+ as —1+a6>f4 ay (—1+ ay)

bt ba fo bsfio  bafe 63f3>c4

(a7} (673 (—1+Oé5) Qg (—1+Ozg) as Qg

+b1f1 +b3fs +bafs+ b2f2>

oF 1 I B _afs s fr
0z 6V (o751 —14+asg 0y ! 3 as (—1 + 013)

cafs cafs L cafa n c2fa )Cl

ar(—14+a1) aa(—14+a) —-14as —-14a
1 3 cq c3f3 c4fs
+(<—1+041 (e D] Oé5>f2+—1—|—a2+—l+a5

cfs csfo _ cfi _ cafo >C
(o751 (—1—|—C¥1) (%) (—1+042) (o751 as (—1+Oé5) 2

+((_01+C2_C4)f3+61fl_(:2f2

Qs —14 as Oéie, —14+ as ()

C4f4 C4f10 62f6 le? )

+ — — —
—1—|—a6 (673 (—1—|—a6) (65) (—1-’-&2) Q3 (—1+C¥3

C1 C2 C3 c1fs
+ + + -
(<1+OL4 714’0&5 1+016>f4 Oé4(*1+0[4)
_C1f1 _ c2.fo _ cs.f10 _ c2.f2 _ CSfS)Q

a7 (675 (—1 + 045) Qg (—1 + 046) as (o7

+eifi +esfs +eafs+ C2f2)

a, b und ¢ sind abhéingig von den z;,y; und z;, wie in Kapitel 6.1 auf Seite 29
angegeben wurde. Ersetzt man in g—i die a; durch b; oder ¢; so erhélt man die
partiellen Ableitungen nach y oder z.

Die Ableitungen lassen sich wie auch beim 6-Punkt-Dreieck in der Form

ISR R ZICE R ZICE S

schreiben, wobei die v; konstant, d.h. nicht vom Punkt Q@ = ({1,(2,(3,(4)
abhéngig, sind.
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8 Ausblick

Mit den in dieser Arbeit hergeleiteten Formeln lassen sich die benGtigten Be-
rechnungen fiir Dreiecke und Tetraeder durchfithren. Es gibt allerdings auch
Geometrien die aus andersartigen Elementen bestehen, welche in Dreiecke und
Tetraeder zerlegt werden miissten. Das fithrt dazu, dass sich die Anzahl Git-
terzellen vervielfacht, was den Speicherverbrauch und Arbeitsaufwand enorm
ansteigen lasst. Daher lohnt sich eine Implementierung dieser weiteren Elemen-
te.

FEin Beispiel wire das gekriimmte triquadratische 27-Punkt-Hexaeder. Dieser
Korper entspricht einem Quader mit gekriimmten Seiten und Kanten. ,, Triga-
dratisch“ daher, weil die Shape-Funktionen quadratisch in den drei natiirlichen
Koordinaten sind.

Die 27 Punkte setzen sich zusammen aus

e 8 Eckpunkten

e den Mittelpunkten der 12 Kanten

e den Mittelpunkten der 6 Seiten

e dem Mittelpunkt des gesamten Hexaeders

Dieser Korper wird zur Zeit durch eine Zerlegung in 48 4-Punkt-Tetraeder ap-
proximiert.

Fiir den 2-dimensionalen Fall wéren die Berechnungen, die hier fiir Dreiecke
geschehen sind, fiir Vierecke denkbar, so dass auf diesen trotz linearer Kanten
eine quadratische oder kubische Interpolation ermoglicht wird.
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A Quellcode MonteCarlo.c
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B Quellcode MonteCarlo.java
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C Quellcode MonteCarloOpt.c
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