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ABSTRACT

Any selfaon51stent modeling of the plasma in a Tokamak boundary-layer must

include neutrai particle effects. Important processes involving these

particles are dissociation, ionization and charge-exchange. Intersactions

e TS e

with the walls must include {ballistic) backscatterlng, absorption,

desorption and reemission.

In general, numerical simulation and detailed analytical treatments

require strong simplifying assumptions. On the other hand stochastic

simulation (' Monte Carlo' ~31mu1af10n‘ can be done without any major

R

approximations in the physical models, but usually at the expense of long

computation times. TFollowing the lead of neutron-transport-codes, this
wotk  takes advantage of both types of simulations by making use of
"smoothing effects” on random-variables when conditional expectation

values are caleunlated.

In this approach, a Monte-Carlo code, which keeps the dimensionality
optional, has been developed, so that, depending on symmetry, one-, two-
or threedimensional profiles can be computed for up to nine different neu-

tral particle species.

The code is spplied to same models, which are designed to describe the
neutral gas behaviour in the Tokamaks: UNITOR (Disseldorf), ASDEX
{Garching), TEXTCR (Julich) and JET {Culham, England).

The statistical results can be transformed numerically into data more
suitable for direct comparison with experiments. For example
density-profiles of exited H-atoms or charge-exchange spectra, integrated
along "lines of sight" (which can be prescibed arbitrarily) cam be

generated.
The code indicates that in ASDEX and TEXTOR, a hot plasma core exists,

evidently well separated from the cold boundary layer. However the iocn

temperature in this core obtained experimentally from the high energy tail
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of charge exchange spectrs might strongly be over- or underestimated. The
error in this diagnostic depends on the position of the analyser relative
to the sources of coid neutr&ls {Ilmlters) loc&ted 1n the boundary For

example, in Zarger Tokam&ks (JET), “the neutrais emltted,from ‘the llmlters

lead te a charge exchange collision frequency which can vary SﬂroﬁgTv

aiang tha iine of sxghtA Nevertheia&s the error-sources

some extent by the relatlvely more important volume recombination
affects.

Another result of the calculations is that strong anisotropy in the neu-
tral gas profils in the plasma core of small Tokamaks can arise from weak
neutral-plasma~ interactions. Similar effects in large devices arise from
strong local absorption mechanisms. In both cases this anisotropy may

increase the local neutral particle energies above the mean ion energy.
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ZUSAMMENFASSUNG

7u einer selbstkonsistenten theoretischen Beschreibung der Randschicht
einer Tokamakentladung gehBrt auch ein Modell fiir die Neutralgaskompo-

nente im Plasma.

Dazu missen atomare und molekulare Prozesse wie Dissoziation, Ionisation,
Ladungsaustausch sowie Wandwechselwirkungen wie Reflexion, Desorption

oder Absorption und Reemission moglichst vollsténdig simuliert werden.

Wihrend numerische Simulation oft nur unter stark idealisierenden Modell-
annahmen moglich ist, kommt man Dbei stochastischer Simulation
("Monte-Carlo"-Verfahren) praktisch ohne Approximationen im physika-
lischen Modell aus, muf aber dafiir in der Regel wesentlich groflere Rechen-

zeiten in Kauf nehmen.

In der vorliegenden Arbeit werden mittels theoretischer Uberlegungen, die
sich an die Monte-Carlo-Theorie fiir Neutronentransportprobleme anlehnen,
und die an die Stelle von sonst vorwiegend intuitiven Begrindungen des
Algorithmus treten, Moglichkeiten angegeben, in gewissem Umfang beide
Simulationsarten zu kombinieren. Dazu wird das wahrscheinlichkeitstheore~

tische Konzept der bedingten Erwartungswerte eingesetzt.

Es wurde ein Monte-Carlo-Computercode entwickelt, der je nach
Symmetrieverhdltnissen ein-, zwei- ocder dreidimensional aufgeloste Pro-
file fiir mehrere Spezies neutraler Teilchen liefert. Dieser Code wird auf
einige exemplarisch ausgewdhlte Simulstionsmodelle angewendet, mit denen
das Neutralgasverhalten in den Tokamaks UNITOR {Diisseldorf), ASDEX
(Garching), TEXTOR (Jilich) und JET (Culham, England) nachgebildet werden
soll.

Die statistischen Resultate werden zum direkten Vergleich mit

experimentellen Werten numerisch weiterverarbeitet, 2z.B. zu Dichtepro-
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filen von H-Atomen in hoheren Anregungszustanden oder =zu l&ngs eines
"Sehstrahls” aufintegrierten Umladungsspektren. Es zeigt sich, daB bei
den Tokamaks ASDEX und TEXTOR bereits ein von der Randschicht getrenntes
Kernplasma vorliegt, dafl ferner aber die Bestimmung der Ionentemperatur
in diesem Kern mittels Ladungsaustauschanalysatoren von der Positicon des
Analysators relativ zu den Limitern abhangige Resultate liefert. Trotz
noch stdrkerer Gradienten in den durch Limiterwirkung bedingten Ladungs-
austauschstobBdichten verstdrken sich diese Effekte bei groBeren Experi-
menten {JET) wegen zunehmender Bedeutung der Neutralgasquelle durch
Volumenvrekombination allerdings nicht. Ein weiteres Ergebnis ist die
Anisotropie des Neutralgasverhaltens bis ins Plasmazentrum hinein, sowohl
bei sehr kleinen (wegen zu schwacher Wechselwirkung mit dem Plasma), als
auch bei sehr grofen Tokamaks {wegen sehr starker
Absorptionsmechanismen). Dies kann in beiden Fédllen dazu fihren, daf lo-
kal die mittlere Energie der Neutralteilchen deutlich iiber derjenigen der

Tonen liegt.
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0.0 EINLEITUNG

Die stetigen Fortschritte bei der Erzeugung und Einschliefung heifler
Hochtemperaturplasmen in toroidalen Konfigurationen, insbesondere in
Tokamaks, beruhen zu einem gutem Teil auf einer verbesserten Trennung der
Randschicht des Plasmas von dessen Kern und, damit verbunden, auf einer
Senkung der Verunreinigungskonzentration im Plasmekern: Strahlungsver-
luste durch Fremdatome sind namlich auch ein wesentliches Hindernis auf
dem Weg zu einer fir den Reaktorbetrieb notwendigen positiven Energiebi-
lanz des eingeschlossenen Plasmas. Damit die ”Plasmafiamme" brennen kann,
mufl durch die bei Kernfusionsprozessen freiwer&%nde Energie sowohl der
unvermeidliche Wirmeleitungs~-, Diffusions- und Bremsstrahlungsverlust ge-
deckt werden, als auch die stark mit der Kernladungszahl 2 der Fremdatome
anwachsenden Strahlungsverluste durch Verunreinigungen {die
Bremsstrahlung widchst mit Zz, die Rekombinationsstrahlung sogar mit Za}.
Hierfiir stehen von der wichtigsten Reaktion:
DHT » “He (3.5MeV) + n (14.1MeV)

nur die 20% der von dem w-Teilchen mitgefilhrten Energie zur Verfiigung, da
das sofort sus der Flamme entweichende Neutronm nicht zur imneren Lei-

stungsbilanz beitrigt.

Wahrend die '"Ziindbedingung" (entspricht etwa dem Lawson-Kriterium /0.1/)
fiir ein reines D-T-Plasma bei der Arbeitstemperatur eines zukiinftigen Re~
aktors von 10keV fily das Produkt aus Teilchendichte und Einschlufizeit nete

4 (cmma*sec) fordert, liegen diese Mindestwerte schon bei geringen

> 2e10%
Konzentrationen von Verunreinigungen sehr viel hther (bei 0.3% Mo zum Bei-
spiel bei n“?E ] 5'1015 {cmw3*se¢)).

Reben geeigneter Materialwahl fir die Bauteile des Wandsvstems (z.B. Koh-
lenstoff)} sowile neuen Methoden der Vorbehandlung {(Reinigungsentladungen,
Beschichtung mit Titan) sind vor allem verschiedens Verfahren die Apertur
des Plasmas und die Ronfiguration der Randschicht festzulegen, vorge-

schlagen und zum Teil auch schon erprobt worden.
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Die Abbildung 1 baw. Abbildung 2 zeigen schematisch einen materiell
durch einen Begrenzer , Limiter", bzw. einen magnetisch, durch einen "ma-

gnetischen Divertor” definjerten Querschnitt eines Plasmas.

il %

Wandatom

heifles H -Atom

koltes H- Atom

Plasma

Limiter

o 805t Wand

Abbildung 1. Plasmabegrenzung durch einen materiellen [Limiter
{schematisch) /0.1/

Prallpiatée

Y\ Divertorkammer

Abbildung 2. Plasmabegrenzung durch einen Divertor (schematisch)

f0.1/

Magnetische Divertoren beruhen auf einer Verformung der duBeren Feldli-
nien durch geeignete Multipolfelder, wodureh die Kontaktzone zwischen
Plasma und Wand an eine Stelle auBerhalb der Brennkammer verlagert werden
kann. Sclche Divertoren, erstmals schon vor ca. 30 Jahren von L. Spitzer
{(/0.2/) vorgeschlagen, befinden sich zur Zeit in Experimenten der zweiten
Generation in der Erprobung (an den Tokamaks PDX, ASDEX und DIII), nachdem
in einer ersten Generation (DIVA, T12 und DITE) die grundsdtzliche Wirk-
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samkeit solcher Anordnungen nachgewiesen wurde (/0.3/). Mittlerweile gibt
es eine umfangreiche Literatur iber Divertoren (zusammenfassend in /0.3/
und  /0.4/%, in  der neben der histerisch ersten Frage nach dem
Verunreinigungstransport auch weitere Probleme Lkinftiger Reaktoren
{Tailchen- und Energieabzug, Reaktor-Kontrollfunktionen,

Brennstoffzufuhr) untersucht werden.

Neueren Datums und experimentell nur teilweise erprobt sind Vorschldge,
die natiirliche Unvollkommenheit des einschlieBenden Magnetfeldes in der
Randschicht (beispielsweise wegen der "Rippleeffekte” durch die toroidal
diskret verteilten Magnetspulen) auszunutzen und sogar ncoch zu verstidrken
(‘"Magnetfeldergodisierung”). Dabei soll ein kalter dichter "Plasmamantel’
erzeugt werden, der einarseits den heiBlen Kern gegen von auflen eindrin-
gende Fremdatome abschirmt, und der andererseits in seiner widrmeddmmenden
Wirkung eingeschrdnkt ist und suf diese Weise ("Konvektionskithlung"} den
Teilchen~ und Wiarmestrom groBflidchig und damit dann in tolerierbarer
Stdrke auf der Gefdfwand verteilt (/0.11/-/0.14/). Auch Kombinationen
dieser Magnetfeldverwirbelung mit dem Limiterkonzept ("Abschdllimiter')
sind vorgeschlagen worden (/0.15/, /0.16/}, um so mit technisch mogli-
cherweise geringerem Aufwand als wmittels Divertoren fir einen Abzug
{Auspuff) der Helium-Asche und der Verunreinigungen aus der Randschicht

21 BSOTZeIL.

Das Programm des Institutes f£fir Plasmaphvsik der Kernforschungsanlage
Jidlich ist auf das Problem der Plasma-Wand-Wechselwirkung konzentriert
und umfalft damit auch die systematische Untersuchung von Moglichkeiten
zur Beherrschung der Plasma-Randschicht. Das Plasma fiir die Experimente
wird wvon einem Tokamak: TEXTOR (Tokamak Experiment for Technology
Oriented Research) bereitgestelit, der zur gleichen Grdfenklasse wie die
Tokamaks PLT (Princeton) und ASDEX (Garching) geh&rt (grofler Radius K =
175 cm, kleiner Radius a = 50 cm, Plasmastrom I, = 500 kA, n_ = 3 - 6°10%°

cmmS, Temperatur T = 0.4 - 1.5 keV (ohne Zusatzheizung), Pulsdauver t = 2
sec) und der hauptsdchlich als Teststand fir die Brennkammerentwicklung

ausgerichtet ist.

Es gibt heute nur eine gqualitative Definition der "Randschicht” eines

Plasmas, man versteht darunter jene Zone, die stark von der Wechselwirkung
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mit Neutralgas beeinfluBlt ist. Neutrale Atome und Molekiile gelangen von
auBen in diese Schicht durch Gaseinlaf, und sie bilden sich an den Kon-
taktstellen von Plasma und Wand. Ihr Verhalten ist von Interesse fir den
Brennstoffkreislauf, fir die Wirksamkeit der Teilchenabfuhr und fiir die
Funktionen von Bauteilen der Brennkammer. In dieser Arbeit wollen wir als
Randschicht die Zone definieren, in der die Neutralgasdichte n, von ihrem
Wert am Rand no(a) in radialer Richtung, alsc suf das Plasmazentrum Z1,
auf rund ein Prozent abgefallen ist. Der Hauptteil der Dissoziations- und
Tonisationsprozesse findet dann in der Randschicht statt. Damit eine
Trennung dieser Schicht vom Plasmakern mglich ist, muB bei typischen

1013 -3

Plasmaparametern in dieser Zone (n = cm T, T = 10 - 100 eV} das Plasma

eine MindestgrdBe haben, fiir das Produkt aus mittlerer Teilchendichte n

und kleinem Radius a ergibt sich ungefidhy nea > }015 amnz.

Durch Umladungsprozesse kann dartber hinaus ein Teil der Neutralteilchen
bis in den Plasmakern vordringen und von dort mit fast Plasmatemperatur
ungehindert durch das Magnetfeld wieder aus dem Plasma herausfliegen.
Dies ist von Interesse fir die Bestimmung der Tonentemperatur im Kern,
aber auch fir die Energiebilanz. Bei den mit Hilfe eines
"Poloidalfelddivertors” erzielten sehr reinen Entladungen im Tokamak
ASDEX (effektive Kernladungszahl Zosg ® 1} stammt der Hauptteil der in der
Entladungskammer bolometrisch gemessenen "abgestrahlten" Leistung von
solchen Umladungsneutralen (/1.1/). Der wesentliche Beitrag kommt dabedi
trotz der niedrigen Energie der Teilchen bei Tokamaks dieser GrbBe aus dem

duferen Drittel des Plasmas.

Die Neutralgasprofile weisen auBer in radialer Richtung je nach Symmetrie
der Quellen flir Neutralteilchen, alsc je nach Limiter- cder Divertortyp,
auch in poloidaler (also ldngs des kleinen Torusumfangs) und/oder in
toroidaler (ldngs des grofen Umfangs) Richtung starke Abhdngigkeiten vom
Abstand zur Quelle auf. Bei einer Interpretation experimenteller Ergeb-
nisse mubll dem Rechnung getragen werden. Zur theoretischen Unterstiitzung
der Versuche werden deshalb am Institut fiir Plasmaphysik in Jilich auch
numerische Tokamaksimulationen durchgefilhrt, insbesondere, um die mehr
integralen experimentellen Ergebnisse am realen System einigermaBen
interpretierbar zu machen, indem man beispielsweise vielerlei unstrittige

atomare und molekulare Prozesse rechnerisch eliminiert und von dem unbe-
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kannten Plasmatransport isoliert. Solche Simulationen, also Untersu-
chungen des Verhaltens einzelner Parameter mit Hilfe eines Ersatzsystems
(im engeren Sinne: unter Benutzung mathematischer Modelle) erfordern in
der Regel betrdchtliche Anpassungsarbeit (hier: an die Bedingungen des
speziellen Tokamakexperiments), was nicht selten dazu fihrt, dab

Computerprogramme nur fir ein spezielles Experiment brauchbar sind.

Der Hauptteil der vorliegenden Arbeit dient der Entwicklung und Erprobung
von speziell stochastischen ("Monte-Carlo”-) Simulationsverfahren zur
Untersuchung des Verhaltens der neutralen Komponente, die hinreichend
allgemein sind, um auch bei komplexen Divertor- und Limitergeometrien an-
wendbar zu sein, und die iiber einen grofien Bereich von Plasmaparametern
Skonomisch {das heift mit nicht zu groBen statistischen Schwankungen um

den Mittelwert) arbeiten.

Dementsprechend (siehe Kapitel 4) liefern die Ergebnisse der vorliegenden
Arbeit nicht nur generelle Einsichten iiber den Ablauf und die charskteri-
stischen Eigenschaften einer Tokamak-Entladung unter verschiedenen Rand-
bedingungen, sie dienen dariiber hinaus der Bewertung von Bauvteilen z2ur
Beherrschung der Randschicht und der Plasma-Wand-Wechselwirkung. AuBerdem
liefern sie Hilfsmittel zur Interpretation experimenteller Ergebnisse wie
Ladungsaustausch-Spektroskopie, ﬁm*Spektxoskopie, Druckanstiegsmessungen

in Pumplimiterexperimenten, Leistungsbilanz durch Bolometrie etc.
0.1 TRANSPORTTHEORIE

Transportgleichungen beschreiben die zeitliche und r#umliche Entwicklung
von Dichten und Temperaturen unter anderem durch Diffusion und Wirmelei-
tung und unter dem Einfluf ven #duBeren und inneren Quellen und Senken. Es
sind Momentengleichungen der kinetischen Gleichungen

(Boltzmanngleichung).

Durch gegenseitige Beeinflussung von Plasma und einschlieBendem Magnet-

feld kommt es zu einem stark anisotropen Verhalten der geladenen Teilchen,

.0 Einleitung 3




die guf Bahnen im Wesentlichen entlang der Feldlinien gezwungen werden.
Weil deshalb Diffusion und Wdrmeleitung fir Ionen und Elektronen lidngs der
magnetischen Feldlinien (zumindest im Plasmakern) sehr viel groBfer sind
als senkrecht dazu, sind die Plasmaparameter auf den Fldchen konstanten
magnetischen Flusses in einem Tokamakplasma praktisch konstant. Man ver-
einfacht deshalb hier die Transportgleichungen zu eindimensionalen Glei-
chungen, deren einziger Parameter esine GroBle p ist, die die FluBflidchen
indiziert {wegen der notwendigen Korrekturen an diesem Modell fiir die

"scrape-off layer” siehe Kapitel 2.3).

Anders ist die Situation bei der neutralen Komponente., Da es keine Vor-

zugsrichtung gibt, bleiben die Transportgleichungen dreidimensional.

Bei efner integralen Beschreibung von Plasma- und Neutralgastransport ge-
hen zwar in die Plasmatransportgleichungen nur die ilber FluBflichen ge-
mittelten Quellen und Senken ein, um aber Aussagen iber das Neutralgas
selbst 2u machen, mufl man dem dreidimensionalen Verhalten Rechnung tra-

gen.

Wegen eines weiteren wesentlichen Unterschieds beschrianken wir uns in
dieser Arbeit auf Simulationsmethoden fiir die neutrale Komponente in
einem endlichen Volumen, in dem es bei Anwesenheit eines Mediums (hier:
Plasma) zu Stoflen kommen kann, die Methoden konnen aber auch fir Fragen
der Gasdynamik (im "Knudsen-Bereich', also bei groBen freien Weglingen
filr StoBe der Neutralteilchen untereinander verglichen mit den Gefafdi-

mensionen) eingeseizt werden.

Durch StoBprozesse  wird filr die Teilchengeschwindigkeiten ein
Zufallsprozel im Geschwindighkeitsraum definiert. Die Trajektorien werden
als "Zufallsspazierwege” (engl.: "'random walks") bezeichnet. Sie sind bei
neutralen Teilchen  Sprungfunktionen, da die UmladungsstSBe und
Dissoziationsprozesse Weitwinkelstdfe sind und die Zeiten zwischen zwed
BtoBen nicht klein sind gegeniiber einer charakteristischen Zeitr At, in der
sich die Verteilungsfunktion dndert. (Gemeint ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung f{xg,t "+ %, t+At) flur den Zustand ¥, in den ein
Teilchen nach Verstreichen der Zeit At, ausgehend von KQ, iibergeht.) Da-~

gegen tragen bei geladenen Teilchen in einem charakteristischen

.0 Einleitung 6




Zeitintervall sehr viele KleinwinkelstdBe {Coulomb-Stofe} kumulativ zu
einer merklichen Anderung der Geschwindigkeit bei, so daf man auf Grund
der analytischen Eigenschaften der Trajektorien hier von einem stetigen-=

oder "Diffusions’ -ProzeB spricht.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden analytisch durch ein Paar von
zueinander adjungierten "Vorwdrts- und Rickwirtsgleichungen' festgelegt,
die Vorwdrtsgleichung bei Diffusionsprozessen heibt auch
"Fokker-Planck-Gleichung" und dient in der Plasmatransportthecrie zur Be-
rechnung von Diffusions- und Wirmeleitkoeffizienten (/2.6/). Bei der Ld-
sung mit stochastischen Methoden wiare hier ein stetiger Prozafl {wie etwa
auch bei Simulatiocnen des Brownschen Bewegungsprozesses) im Rechner nach-
zubilden, {fiir den Neutralgastransport ist ein unstetiges Modell zu ver-

wenden, was andere Methoden nétig macht,
0.2 MONTE-CARLO-VERFAHREN

Ein Algorithmus zur Berechnung einer GriBe I ist ein "Monte-Carle- Verfah-
ren", wenn die Zahl I als Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
{zum Beispiel der Erwartungswert)} aufgefaBt wird und dann mit stati-
stischen Methoden geschitzt wird., Fir Monte-Carle-Computercodes heifit
das, daB in der Aufgsabe auftretende Zufallsvariable durch aktuelle Zu-

fallszahlen mit gleichem Verteilungsgesetz ersetzt werden.

Obwohl in der numerischen Mathematik oft fiir streng deterministische Auf-
gaben erst ein stochastisches Modell konstruiert wird, sind solche Metho-
den inshesondere dann naheliegend, wenn wie hier beim Keutralgastransport
die Aufgabe unmittelbar eine wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung

gestattet.

Der Veorteil solcher stochastischer Methoden gegeniiber analytischen oder
numerischen Verfahren ist, daB man praktisch ohne Approzimation im physi-
kalischen Modell auskommt, und daB es wegen des "Gesetzes der groflen Zah-

" (siehe 3.1.4) auch keine Xonvergenzprobleme gibt. Dem stehen

len
allerdings in der Regel sehr viel groBere Rechenzeiten gegeniber. AuBer-
dem ist die Gilite der statistischen Auswertung beil Aussagen, die ein Teil-

gebiet des betrachteten Veolumens betreffen, sbhingig von der Zahl der
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Teilchenbahnen durch dieses Gebiet und hidngt damit stark von der Geometrie

des Gefdles und von den Plasmaparametern ab.

Um dennoch die angestrebte Allgemeinheit des Algorithmus zu erzielen,
versuchen wir nicht wie sonst bei Neutralgss-Monte-Carlo-Codes fiir
Tokamaksimulationen iublich, das physikalische Modell méglichst genau im
Rechner nachzubilden. Wir benutzen dagegen die breite theoretische Basis,
die fir die in grofer Zahl entwickelten Neutronentransportcodes der
Kernreaktorphysik entwickelt wurde, um mit deren Hilfe jede Art von
"phinomenclogischen Vorgehen” durch einen exakten Kalkiil zu ersetzen. Be~-
sonders grofle Flexibilitdt wird dadurch erreicht, daf nicht mehr unbe-
dingt der physikalische ModellprozeB simuliert wird, sondern ein anderer
"nichtanaloger' ProzeB, der nach Skonomischen Gesichtspunkten ausgewshlt
wird, der aber, wie unter der Benutzung der Boltzmanngleichung und wahr-
scheinlichkeitstheoretischer Methoden nachgerechnet wird, die gleichen

Resultate ergibt.

In dieser Arbeit werden einige Unformulierungen dieser Theorie fiir die (in
der Regel aus Tedllchen verschiedener Spezies bestehende) Neutralgaskompo-
nente vorgenommen, es werden einige speziell fir hier interessierende
Plasma~Randschicht-Probleme relevante Schidtzfunktionen {(das heilit: Metho~
den zur Auswertung der Stichproben) und nichtaraloge Prozesse angegeben
und es wurde ein allgemeiner Monte-Uarlo-Code entwickelt, in dem diese

Verfahren Verwendung finden.

In dem theoretischen Kapitel 3 dieser Arbeit wird dies beschrieben. Wir
leiten dort agus dem physikalischen Modellprozel (der wegen mbglicher
Dissoziationsereignisse ein KaskadenprozeB ist) einen als "mathematisches
Modell" bezeichneten einfach nachzubildenden ProzeBf (eine Markov'sche
Kette") ab und eine Transportgleichung {Boltzmanngleichung in integraler
Form). Die Pfade des Prozesses werden maschinel]l mit Hilfe von Zufallszah-
len generiert, und die Auswertung der Testflige geschieht dann dhnlich wie
in den Neutronentransportcodes. Wir berechnen mit Hilfe der Transport-
gleichung den Erwartungswert, gegen den der Slgorithmus konvertiert. Dazu
bhenutzen wir implizit den zentralem Begriff szus der Maltheorie der
"s-slgebra", um auf Moglichkeiten hinzuweisen, wie das Verhdltnis von

Statistik =zu analytischem Vorgehen in einem Monte-Carlo-Code zugunsten
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der einen oder anderen Seite verschoben werden kann. Im theoretischen
Grenzfall kann so ein Monte-Carlo-Algorithmus in ein streng analytisches
Verfahren ibergehen. Auch im hier beschriebenen Rechencode kann in gewis-
sem Umfang gewdhlt werden, da jede GréBe (z.B. Druck, Dichte, Temperatur)
auf drei Arten mit unterschiedlichen statistischen und analytischen An-

teilen berechnet werden kann.

Zuvor werden in den Kapiteln ! und 2 die konkreten Fragestellungen formu-
liert, die mit dem Monte-Carlo-Verfahren bearbeitet werden sollen. In Ka-
pitel 1 geben wir einen Uberblick Uber die Konzepte zur Beeinflussung der
Plasmarandschicht (Limiter, Divertor, kalter Plasmamantel). In Kapitel 2
werden die in den Plasmatransportcodes verwendeten Methoden kurz zitiert
und die Verkniipfungspunkte mit dem Neutralgastransport herausgestellt.
Nachdem dann (Kapitel 3) das verwendete Verfahren beschrieben ist, wird in
Kapitel & zundchst durch Vorgabe fester Quellenverteilungen, fester
Reflexionsmodelle und der verwendeten Stofraten das zu Grunde liegende
physikalische Modell fixiert. AuBerdem werden dort Ergebnisse von Rech-
nungen (bei festem Plasmahintergrund) angegeben und diskutiert, denen Pa-
rameter zugrundeliegen, wie sie in den Tokamaks UNITOR, ASDEX, TEXTOR und
JET vorliegen bzw. erwartet werden. Im abschlieBenden Kapitel 5 werden
die Ergebnisse und Methoden zusammenfassend diskutiert und einige SehiuB~

folgerungen angefiihrt.
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1.0 LIMITER- UND DIVERTORTYPEN

Die "Feilchen- und Energiefliisse" (also die iiber die exponierten Flichen
integrierten "FluBdichten') in Tokamaks der derzeitigen GriBenordnung
(ASDEX, TEXTOR, I8X, PLT), denen die Brennkammern oder einzelne Bauteile
davon ausgesetzt sind, liegen in der GroBenordnung von 1021 Teilchen/sec
bzw., 0.1 - 10 MW. Diese Werte steigen in den groBen Tokamaks der nidchsten
und iberndchsten Generation (JET, TFTR, oder INTDOR) um 1-2 GroBenord-
nungen. Ob und wie diese Wandbelastungen beherrscht werden konnen, ohne
dafi sich Veruvnreinigungen oder Helium in zu hoher Konzentration im heiflen

Kern des Plasmas ansammeln, hidngt mit vom Design der Brennkammer ab.

Der Sprachgebrauch bei der Bezeichnung verschiedener Randschichtkonzepte
ist nicht einheitlich. Im weiteren sprechen wir immer dann von einem ' Li-
miterkonzept”, wenn es einen geschlossenen Kreislauf gibt zwischen dem
{durch Diffusion oder Stromung) auvf die dafiir vorgesehenen Bauteile dear
Brennkammer  treffenden TeilchenfluB und den reflektierten oder
desorbierten, idberwiegend neutral vorliegenden Teilchen, die in der Rand-
schicht dann wieder ionisiert werden (100% Recycling). In der Praxis mulB
dazu der Teil des abstrédmenden Plasmas, der absorbiert wird, extern wieder
zugefithrt werden. Im Gegensatz dazu wird bei einem "Divertorkonzept” ein
Teil des Teilchenflusses umgeleitet (aus der Brennkammer heraus bel einem
"geschlossenen Divertor'), um dann an geeigneter Stelle abgepumpt werden
zu konmnen. "Abschil- und Pumplimiter” sind demnach (mechanische)
Divertoren, der Kaltgasmantel und der Kaltplasmamantel (erzeugt durch
Strahlungskithiung oder Konvektionskilhlung mittels

Magnetfeldergodisierung) sind Beispiele fiir nichtmaterielle Limiter.

Materielle Limiter, wie sie in den meisten Tokamaks bisher zur Kontrolle
der Plasma-Wand-Wechselwirkung eingesetzt wurden, stellen, verglichen mit
magnetischen Divertoren, eine grofBere Quelle schwerer Verunreinigungen
dar und werden deshalb vermutlich nur in Verbindung mit einer kalten Rand-
schicht, einem nichtmateriellen Limiter, in den ndchsten griferen
Tokamaks das geeignete Mittel sein. JET, TFTR und Ti3 beruhen auf solchen
Konzepten, fir JT-80 und INTOR sind Poloidalfelddivertoren vorgesehen. Es
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ist beim derzeitigen Stand der KXenntnis nicht mSglich vorherzusagen,
welches Konzept fiir einen kiinftigen Reaktor ausreichend, mit den anderen

Bedingungen vertrdglich und technisch machbar sein wird.

1.1 LIMITER

41le Bauteile der Brennkammer, an denen das Plasma Kontakt mit der Wand
hat, sind Senken fiir die auftreffenden Ionen und Elektronen sowie fur die
von ihnen getragene innere Energie. Auf Grund unterschiedlicher mittlerer
Geschwindigkeiten kommt es in der Ndhe der Kontaktzone zu Ladungstremnung
und der Ausbildung eines Potentials derart, daB der Nettoladungsfluf auf
den Limiter Null wird. Die Quelle fir HNeutralteilchen ist durch mit
Rekombination verbundener Reflexion der auftreffenden Icnen gegeben, so-
wie durch die Rekombination und anschlieBende Desorption von Atomen in der

Oberfliche des Festkorpers zu Molekiilen.

Erstgenannte (uelle hidngt iber die Verteilungsfunktion der Ionen an der
Wand von den Plasmaparametern in der Randschicht und dem elektrischen
Raumladungsfeld vor der Kontaktfldche ab, letztgenannte von der Konzen-

tration und dem Diffusionsverhalten des Wasserstoffs in der Wand.

Diesem und der unterschiedlichen Geometrie der einzelnen Limitertypen
tragen wir im theoretischen Neutralgasmodell durch frei wahlbare Guellen-
verteilungsdichten (siehe 4.1.1) Rechnung. In Abbildung 3 auf Seite 12
sind wunter dem geometrischen Gesichtspunkt einige Limiter- und

Divertorancrdnungen gegeniibergestellt.
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LIBEITER BIYERTORER

“Ruit - Limifer Biindel ~ Biverter

8¢ : Yervidaifeld
I; : Piasmasirem
Ip: Diverterstrem

Abbildung 3. Limiter- und Divertortypen: Vergleich hinsichtlich der

Symmetrieverhdltnisse

1.1.17 POLOIDALE LIMITER

Ein poleidaler Limiter umschlieft den Torus idngs des kleinen Umfangs in
einer lokalen toroidalen Position. In der Praxis spricht man schon dann
von einem poloidalen Limiter (z.B. bei ASDEX widhrend sogenannter
"L-Entladungen” /1.5/), wenn ein wesentlicher Teil des poloidalen Umfangs

gleichmalig zur Plasmabegrenzung beitrigt.
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Die charakteristische Linge &, in der die Plasmatemperatur von Limiter-
innenkannte nach auBen (in den "Limiterschatten") abfdllt (ca. 1-2 cm) be-
stimmt die Gréfe der Kontaktzone und damit die lokale Leistungsdichte auf
der Limitercberfléche. Ist P die vom Limiter pro sec aufzunehmende Wirme
und soll keine grioBere Exposition als 700 W/em? stattfinden, so ergibt
sich bei senkrechtem Auftreffen der Feldlinien und wenn beide Seiten des
Limiters beaufschlagt werden, wegen
P/2nae2eh £ 700 W/cem®
fiir einen kleinen Radius a = 100 cm und A = 2 cm fir die Leistung P die Be-

dingung: P % 2 MW,

Die aufzunehmenden Leistungen in Tokamaks der ndchsten Generation sind

demnach fiir solche lokalen poloidalen Limiter zu grof.

1.1.2 TOROIDALE LIMITER

Durch geeignete Oberflachenform der Limiter kann erreicht werden, dab dex
Winkel der Feldlinien gegen die Oberfldchennormale kleiner und damit die
belastete Fldche grofer wird. Das Gleiche wird auch durch eine ldngs des
groBen Umfanges umlaufende Plasmabegrenzung erreicht. ("'Toroidaler Li-
miter"} /1.7/.

Piasmarand

Abbildung &. Einfluf der Form des Limiters auf die Leistungsdichte
/1.8/
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Durch die gekriimmte Form des in Abbildung 4 auf Seite 13 gezeigten Limit-
ers {(Krimmungsradius groBer als derjenige der FluBlinien) kann die Wirme-
belastung auf 5% des Wertes fir senkrechten Einfall gesenkt werden und
kommt damit auch fir die Tokamaks der ndchsten Generation in tolerierbare
Bereiche {/1.8/). Die gezeigte z-Abhdngigkeit der Leistungsdichte ist in
/1.8/ unter der Annahme einer exponentiellen Abnahme des Warmestroms pa-
rallel zum Feld in der Abschidlzone durch ein rein geometrisches Argument
ermittelt. Numerische Untersuchungen /1.17/, /2.21/ unter Bericksich-
tigung der  Einflisse der sich  ausbildenden  elektrostatischen
"Debye-Schicht"” vor der Platte bestdtigen den gezeigten Verlauf aber zu-

mindest qualitativ.

Das Plasma in UNITOR (/4.4/) wird z.B. auf diese Weise begrenzt, hier
wirkt ein Teil der #uleren GefdBwand, gegen den sich das Plasma “anlehnt",
als toroidaler Limiter. An ASDEX (/1.5/) wird zeitweise die untere
Divertorkammer durch einen toroidalen Limiter abgedeckt, die beobachteten
Eigsenkonzentrationen (S‘IGmA) lagen aber genauso hoch wie bei Entladungen
mit poloidalem Limiter (und etwa 25 mal hoher als bei

Divertorentladungen).

Tragen abgesehen von "'Sicherheitslimitern” wie bei TEXTOR oder JET nur
einzelne diskret angeordnete Bauteile zur Plasmabegrenzung bei, so sind
zur theoretischen Beschreibung anstelle der fiir coben angefilhrte Fdlle
ausreichenden 2-D-Modelle nun dreidimensionale Rechnungen n&tig, wenn
nicht diese Limiter doch so dicht auf dem kleinen cder grofien Torusumfang
angeordnet sind, daB man Abfallidngen der Neutralgasprofile in der ent-

sprechenden Richtung vernachldssigen kfmmte.
Dieses zu entscheiden ist mit dem in der vorliegenden Arbeit beschriebenen

Monte-Carlo-Algorithmus moglich, weil der Grad an OrtsauflSsung eine

wahlbare Option geblieben ist.
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1.1.3 NICHTMATERIELLE LIMITER, ERGODISIERUNG

Experimentelle und theoretische Ergebnisse lassen vermuten, dal es gelin-
gen kann, z.B. durch Beimengen von geeigneten Fremdstoffen, eine starke

Wiarmestrahlung {Strahlungskuhlung) aus der Randschicht zu gewdhrleisten.

Ein auf diess Weise entstehender Kaltplasmamantel, der den heifen Kern
umhiilit, ist durch eine kritische Temperatur TC {1 - 100 eV} definiert
(T<TC in dieser Schicht). TC ist bestimmt durch die Forderung (/1.10/},
daR die Plasma-Wand-Wechselwirkung (Sputtering, Unipolarbdgen, etc.) in
tolerierbaren Grenzen bleibt, und da8 sowchl die von der Wand kommenden
Neutralteilchen hier ienisiert werden, als auch die heiBlen aus dem Kern
kommenden Umladungsneutralen moderiert werden. Ist A die Dicke dieser
Schicht, so mull n®A 2 1015 cm"Z {n ist die Plasmadichte) gelten
(loc.cit.), damit die Eindringtiefe % fiir neutralen Wasserstoff (bei En-

ergien = 10 eV) kleiner als 4 ist.

Das Gleiche gilt auch fir das Konzept des Helischen Magnetischen Limiters
(/0.11/-/0.14/). Der Unterschied besteht darin, dalk durch zusdtzliche du~
RBere helikale Magnetfelder kurzer Reichweite, die mit kleinen Stromen

(zEO“Z“E I ist der Plasmastrom) erzeugbar sind, ein mittlerer Ein-

p* °p

fallswinkel & (0 < g < 10w3) der Feldlinien der Randschicht gegen die Ge-
fifwand eingestellt wird, so daB freies thermische Abstromen des Plasmas
mGglich ist. Man verspricht sich von diesem Konzept:

1. verstdrkte Kihlung der Randschicht durch Konvektion,

5. verbesserten Teilchenabzug (eventuell durch Kombination mit einem me-

chanischen Divertor, siehe 1.2.33},
3. verbesserte Abschirmung von Verunreinigungen und
4. verbaesserte Gleichverteilung der Warmebelastung.
Fiir eine numerische Berechnung des Neutralgasverhaltens in der sich aus-

bildenden schiitzenden Randschicht ist eine méglichst exakte Behandlung
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der atomaren und molekularen Prozesse ndtig. In dieser Schicht wirken
Dissoziastionsprozesse fiir Molekiile, ebenso wie UmladungsstoBe der Atome
wie ein teilweiser ReflexionsprozeB fiir Neutralteilchen, die von der Wand
kommen, und die auf diese Weise zwischen Randschicht und Wand mehrfach
reflektiert werden, unter Oberflichenrekombination der Atome zu Moleskiilen

und Disgozistion der Molekiile zu Ionen und Atomen.

Fir das angewendete statistische Verfahren ist dabei von Bedeutung, dab
gleichzeitig statistisch gute Resultate aus sehr hdufigen Ereignissen
{(8t6fe in der Randschicht oder mit der Wand) und asuch aus sehr seltenen
Ereignissen (Eindringen heiBer Umladungsneutraler von innen her in die
Randschicht}) erhalten werden sollen. Dies macht die im Kapitel 3 dieser
Arbeit durchgefiilhrte theoretische Begriindung des Monte-Carlo-Verfahrens
anstelle einer sonst als ausreichend angesehenen mehr phénomenologischen

Simulation notig.

1.2 DIVERTOREN

Durch einen Divertor wird ein wesentlicher Teil der
Plasma-Wand-Wechselwirkung nach auBerhalb des eigenlichen Entladungsge-
féles verlegt. Damit ist eine  geringers Konzentration  wvon
Verunreinigungen in der Entladung verbunden, weniger wegen einer
Abschirmwirkung als durch die Verlagerung der Quellen., Die Konzentration
der Plasma-Wand-Wechselwirkung an den Pralliplatten von Divertoren durch
das Strémen eines Teils des Plasmas lings der umgeleiteten Feldlinien be-~

3 Torr}, was

wirkt in der Divertorregion einen hohen Neutralgasdruck (210
in kiinftigen Experimenten und Reaktoren flr das Abpumpen der Heliumasche
glinstig ist. Dariberhinaus ist die Kontrolle von Plasmalage und Form (zur
Vermeidung wvon Wandkontakten) weniger Lkritisch, solange in der
Divertorregion die magnetische Konfiguration einen auf den Prallplatten

ickalisierten Wandkontakt gewghrleistet.

Trotzdem ist es ein Ziel der Tokamakentwicklung, Divertoren wegen der mit

ihnen verbundenen groferen technologischen Schwierigkeiten mbglichst
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tiberflissig 2zu machen. Einige Typen magnetischer Divertoren sind in
Abbildung 3 auf Seite 12 skizziert. Toroidalfelddivertoren scheiden auf

Grund verschiedener Nachteile als brauchbares Konzept aus.

Nachteilig sind z.B. der Platzbedarf auf der Torusinnenseite, die groBen
zu erzeugenden Feldstdrken gegen das Toroidalfeld, der Verlust der
Axialsymmetrie oder die negativen Effekte guf den gesamten
Tejlcheneinschlud.

1.2.1 POLCIDALFELDDIVERTOR

Derzeit am weitesten ist das Konzept des Poloidalfelddivertors ent-
wickelt. Anstelle einer geschlossenen Divertorkammer, wie z.B. in ASDEX,
mufl auf Grund des notwendigen grofien Abstandes der Poloidalfeldspulen vom
Plasma in einem kiinftigen Reaktor eine offene Geometrie (wie 2.B. in
Doublet I1I1) gewiEhlt werden {d.h. die Prallplatten werden nicht mehr durch
die Ummantelung der Divertorspulen geometrisch vom Hauptplasma abge-
schirmt sein kinmnen). Der wesentliche Unterschied zum Limiterkonzept ist
dann die Tatsache, dafl die Apertur des Plasmas nun magnetisch und nicht
durch Wandkontakt definiert ist,

Wesentliche Vorteile dieses Konzeptes gegeniiber dem des Bindeldivertors
{sishe 1.2.2) sind, da} die Axialsymmetrie erhalten bleibt, dafl ferner
auch elliptische oder D-formige Plasmaquerschnitte moglich sind und daB
nur kleinere Striome in den Poloidalfeldspulen ndtig sind um das schwichere
Poloidalfeld lokal aufzuheben. Bedingt durch die offene {eometrie sind
aber grofie Rickflisse durch den Divertorhals ins Plasma moglich, weshalb
insbesondere in Bezug auf die Abschirmung des Hauptplasmas vor
Verunreinigungen aus dem Divertorbereich bei diesem Konzept die Unsi-
cherheiten in der Extrapolation derzeitiger Experimente auf Reaktorpara-
meter liegen. Wesentlich wird es sein, durch starkes Neutralgasrecycling
vor den Prallplatten eine hohe Plasmadichte und eine geringe

Plasmatemperatur (ca. 10-20 eV) zu erreichen.
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1.2.2 BOUNDELDIVERTOR

Wie auch Abbildung 3 auf Seite 12 zu entnehmen ist, ist ein Bindeldiverter
ein lokaler Toroidalfelddivertor (/1.11/-/1.14/3). Dieser Divertor hat
eine sehr geschlossene Geometrie. Der geometrische Eintrittsbereich in
den Divertor ist ein bis 2zwei GrofBenordnungen kleiner als beim
Poloidalfelddivertor. Daraus resultiert vernachlisssigbares Zurickstrémen
aus dem Divertor, das einstromende Plasma wirkt wie eine effektive
Diffusionspumpe fir Neutralgas. Deshalb kann sich insbesondere bei diesem
Konzept in der Bivertorkammer ein kaltes dichtes Gastarget sufbauen, was

moglicherweise sogar die Prallplatten ersetzen kann.

Die Dicke der Abschdlzone;, in der die Flulflichen durch die
Divertorwirkung keine geschlossenen Tori mehr sind, ist durch eine Bilanz
zwischen Diffusion senkrecht zum Magnetfeld und StrYmen liangs der Feldli-
nien in den Divertor bestimmt. Diese Schicht ist beim Bindeldivertor
dicker (etwa doppelt so0 dick) als beim Peoloidalfelddivertor, weil die
Teilchen im erstgenannten Fall den Torus in der Randschicht mehrmals um-
laufen missen, bevor sie, bedingt durch die Rotationstransformation der
Feldlinien, in den Divertor gelangen, und weil ferner ein starker magne-
tischer Spiegel im Divertorhals das StrOmen des Plasmas in die Pumpkammer
behindert. Dies wiirde eine weniger gute Auvsnutzung des
Brennkammervolumens fir einen Reaktor bedeuten. Andererseits hat ein
Biindeldivertor einen wesentlich geringeren Platzbedarf und ist vermutlich
leichter zu warten. Die Unsicherheiten in der Extrapolation auf kinftige
Reaktoren sind hier 2zu einem guten Tell durch die notwendigen grofen
Stromdichten in den Divertorspulen und die hierdurch suftretenden mecha-

nischen Krafte bedingt.
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1.2.3 MECHANISCHE DIVERTOREN, HYBRIDKONZEPTE

Ahschaltimiter {Particle Scraper,/18/]

g

Plasma- SN
Oberfidche <7 \O\\K 7

3 U . Kanal fur
Flache fur e

Warmedeposttion

Poloidalfeld
e 7y den Pumpen
Abbildung 5. Mechanischer Divertor {Pumplimiter): Ausnutzen
unterschiedlicher Abfalldngen fur Teilchen~ und
Energiefliul

Abbildung 5 zeigt schematisch einen Abschdllimiter, nach oben getroffener
Vereinbarung einen mechanischen Divertor. Durch die spezielle Formgebung
(unter Beriicksichtigung der fir Dichte groferen Abfallidnge verglichen mit
derjenigen fir Temperatur in der Randschicht) wird der Teilchenstrom in
eine Absaugbffnung umgeleitet. Die besonders exponierte und schlecht
kiithlbare Kante kann unter Umstdnden durch Erzeugung magnetischer Inseln
in der Randschicht, die den Wédrmestrom um sie herumleiten, geschiitzt wer-
den. Erste Versuche mit Limiterkonstruktionen, die einerseits eine mog-
lichst gleichfdrmige Verteilung der Warmebelastung auf der Oberflédche und
andererseits einen mdglichst grofen Teilchenabzug aus der Randschicht
gewahrleisten, wurden bereits an den Tokamaks &lecator, PDX, Makrotor und
ISY¥ durchgefihrt, und sie werden derzeit an TEXTOR {ALT-I und spiter

ALT-1I) einer systematischen Untersuchung unterzogen.

Andere Abwandlungen und Kombinationen der hier aufgez#dhlten Grundkonzepte

sind z.B. in /0.4/ und in einzelnen Beitrdgen in /0.3/ diskutiert.
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2.0 PLASMATRANSPORT

Der Plasmazustand in der Randschicht (wie iberall in der Entladung) ist
durch Teilchen- und Energiebilnzen bestimmt. Im stationdren Zustand gilo:

divl, - 8§, =0

3 J

div3, - R, = 0
P bzw. ( sind dabei Teilchen- bzw. Energiefliisse, S und R sind Teilchen-
und Energiequelien, j ist ein Index fiir die Spezies (Elektronen, Ionen}.
Driickt man die Terme mit Hilfe der Dichten nj und der Temperatur Tj aus,
so enthalten die Beziehungen fiir die Flisse hauptsichlich die Transport~
eigenschaften, wdhrend in diejenigen fiir die Quellterme die atomaren Pro-
zesse eingehen, die in der Randschicht ablaufen. Letztere sind Gegenstand
der vorliegenden Arbeit; der Plasmatransport wird abgekoppelt, indem die
Verteilungen der Quellterme fiir feste Plesmaparameter, aber ansonsten

allgemeine geometrische Bedingungen berechnet werden.

2.7 DIE TRANSPORTGLEICHUNGEN

Geschlossene Systeme von Plasmatransportgleichungen sind z.B. in [6.1/,
/2.6/ und /2.13/ angegeben. Sie sind nicht lokal, sondern entstehen aus
den Momentengleichungen der kinetischen Gleichung durch Mittelung iber
die FluBflachen. Die Form der FluBflidchen ist durch das MHD~Gleichgewicht
bestimmt, und die zugehSrigen Gleichungen sind iber Plasmadruck und die
FluBfldchenmetrik mit den Transportgleichungen gekoppelt, Wir fassen
hier nur den entkoppelten Teil eines "Standard-Tokamaks" (/0.1)/ zusammen
(niedriges Beta und hohes Aspektverh#ltnis), dessen kreisfGrmige FluBfli-
chen in Toruskoordinaten dann explizit durch r=const. gegeben sind (r:
kleiner Torusradius). Bei selbstkonsistenter Berechnung milssen, soweit es
die Verkopplung mit dem Neutralgastransport anbetrifft, die von r abhidn~-
genden Quellterme lediglich durch entsprechende FluBfldchenmittel ersetzt

werden. Bei dem in Kapitel 3 beschriebenen Monte-Carlo-Verfahren ergibt
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sich dies automatisch, weil das betrachtete Volumen mit einem Netz von
Fldchen diskretisiert wird, mit welchem die FluBfldchengeometrie

approximiert wird.

Die Transportgleichungen lauten in dieser Niherung:
3nj/3t = «1/red/sr (rﬁrj) + Sj jte
3/z ajac {ne*Te} = -1/r*3/fdr (r“Qe) + Ry
3/2 3/8t (ng _°T.) = -1/r*3/3r (r*Q ) + R,

n = § Z.n, n = nj
3 3
3Bg/ 3t = c?/4me3/ar(1/nred/dr (roBg))

Zj ist dabei die Ladungszahl des Ions mit Speziesindex }, BG ist das
poloidale Magnetfeld und n die elektrische Leitfdhigkeit parallel zum ma-
gnetischen Feld.

Fiir die Teilchen- und Energieflisse gilt:

I, =~L .'anfar - Ll,

j 1,1,] 2’j°aTe/3r - Ll’gljﬂaTifar

it

Q& 3/2“?8“Te - §L2 l,anjfar - Lz’zaTe[Qr - L2’3§Ti/3r

¥

H]

Q.

n 3/2*T5um°Ti - EL

] 3’1’jan3;ar - L3!23Tef3r - LB,BaTifﬁr

rsum =2 ?j
3

Die Diffusions- und Wdrmeleitungskoeffizienten Lk,l hidngen im alligemeinen
vom Ort und ven den lokalen Plasmagrtfen ab und konnen im Rahmen der
neoklassischen Theorie aus der Fokker-Planck-Gleichung berechnet werden
(Bez.: neocklassisches Modell) /2.6/,/2.7/. Allerdings kronnen damit die
experimentellen Ergebnisse nicht adiquat wisdergegeben werden; insbeson-
dere fur die Elektronendiffusion bzw. -wirmeleitung liefert das Experi-
ment einen um eine bzw. 2zwei bis drei GréBenordnungen hoheren Wert.

Deshalb verwendet man Transportmodelle, in denen nur ein Teil der
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Koeffizienten Iy verwendet (im allgemeinen die diagonalen Lk k} bzw.
¥ 5
empirisch angepalit wird.

Wahrend die Jonenwdrmeleitung senkrecht zum Magnetfeld meist necklassisch
angesetzt wird, werden bei neueren Simulationsn fur TEXTOR- oder
JET-¥hnliche Tokamskentladungen (/2.14/,/2.15/7 die empirischen Werte
("Alcator-Skalierung"

x . = 51017 /n

Dy =0.25%
fiir den Temperaturleitwert fir Elektronenwdrmeleitung senkrecht zum

N\.—r

(c /sec) n in (cmh3}

Magnetfeld Xl bzw. fir den Diffusionskceffizienten D, verwendet. Der
necklassische Wert L9 fiir Tonen liegt im HuBeren Teil der Entladung bei
diesen Rechnungen etwa um eine Gréfenordnung niedriger (und nicht hoher,
wie beim rein necklassischen Modell) als xeL_und ndhert sich diesem in der
Plasmamitte. Die charskteristischen Zeiten fir den Teilchentransport
senkrecht und parallel zum Magnetfeld: 1, und ?u lassen sich grob abschdt-
zZen:

a%/D = 250 msec
1/2

f

T

T
| i
{a: kleiner Radius, hier: a=30 cm, D= 10 cmz/sec, R: groBer Radius, hier:

175 cm, v=(2kT/m)>/?
einer Temperatur kT, hier: m=1 (AME), kT=50 eV, VM10?am/sec}

2R/ (2KkT/m} = (.1 mzec

thermische Geschwindigkeit eines Ions der Masse m bel

Insbhesondere fiir den Zentralkern eines heifien Tokamakplasmas ist deshalb
die 1-D-Beschreibung gevechtfertigt, mit den Plasmaparmetern knnen in
dieser Niherung auch die Transportkoeffizienten als konstant auf den

FiuBfldchen angesetzt werden.

Wehrend die Transportgleichungen, Randbedingungen und numerischen Metho-
den in den meisten Transportcodes ghnlich sind (siehe 2. B. /2.7/), gibt es
grofle Unterschiede in der Behandlung anderer vhysikalischer Prozesse
{Zusatzhelizung, Neutralgss, Verunreinigungen, etc.}, siehe [2Z.16/,
f2.17/, 72.18/ fir den in Jilich betriebenen Transportcode SIMTOK.

Plasmatransport 22




2.2 RANDSCHICHTMODELLE

Die Plasmarandschicht haben wir in der Einleitung als den von Neutralgas-
wechselwirkung mit dem Plasma bestimmten Teil der Entladung definiert.
Die zwei- und dreidimensionalen Monte-Carlo-Rechnungen (siehe Kapitel &)
zeigen insbesondere je nach Limiter- oder Divertorkonzept poloidale oder

toroidale Abhdngigkeiten der Dicke dieser Schicht.

In den 1-D-Transportcodes mufl diese Randschicht dagegen entweder durch
zusdtzliche radiale Volumenguellen oder zusdtzliche radiale Fliisse, das
heiflt zusdtzliche Transportkoeffizienten fiir den Transport senkrecht zum
Magnetfeld, ins Modell aufgenommen werden. Letzteres ist z.B. in f2.14/
zur Simulation der durch Magnetfeldergodisierung hervergerufenen Effekte
beschrieben. Durch Limiter- bzw. Divertorwirkung verursachte (Quellen

sind z.B. in /1.3/,/1.4/ in fir Transportcodes geeigneter Form angegeben.

Diese 1-D numerischen Randschichtmodelle simulieren das Strdmen parallel
zu den Feldlinien, begrenzt durch eine elektrostatische Schicht vor den
Limiterfldchen bzw. Prallplatten, in /1.4/ noch unter Bericksichtigung
von Effekten eventueller magnetischer Spiegel (z.B. beim Bindeldivertor}.
Allerdings liegen die Zeitskalen fiir das parallele Stromen und die senk-
rechte Diffusion hier dicht beieinander, was eigentlich eine typische
Z-D-Situation ist, siehe Kapitel 2.3.

Der nach dem in Kapitel 3 beschriebenen Algorithmus entwickelte Neutral-
gascode hat variable Dimensionalitdt, ist also beiden Fdllen angepalit.
Folgende Quellterme werden damit u.a. berechnet:

B A TN T

s,
ion,e A i

{2.1.1)
Damit ist die Quelle filr Elektronen durch Ionisation neutraler Atome
(cm-3sec”1) gegeben. n_, n, bew ny sind die Teilchendichten der Elek-
tronen, Ionen bzw. der Neutralgasatome. Sai und Siy sind die
Ratenkoeffizienten fiir ElektronenstoB- bzw. Ionenstoflionisation. 8.4
ist wegen der grofSen Geschwindigkeitsunterschiede der Stofipartner

praktisch  unabh#ngig von der Geschwindigheitsverteilung der
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Gleichzeitig konnte der fir Helium-Abzug als asusreichend angesehene Gas-

durchsatz von = 4&1021 Teilchen/sec auf Grund des sich in diesem

“"Hoch~Recycling-Bereich"” (R = 20) ausbildenden Neutralgasdruckes (1073

Torr, gegeniiber 10"6 - 10-5 Torr bei niedrigem Recycling (R = 1)) ohne ex-
treme Forderungen an das Pumpsystem {loc.cit. und /0.8/) erreicht werden.
Der Parsmeter R ist das Verhdltnils von Tellchenflull an der Prallplatte zu
Teilchenfluf in den Divertor bzw. in die Limiter-Abschdlschicht. Die
durch diesen Parameter gekennzeichneten Divertor/Limiter-Regime lassen

sich experimentell durch Divertorgeometrie und Pumpsysteme einstellen.

In /2.22/ werden in diesem Zusammenbang auch experimentelle Ergebnisse
diskutiert, danach liegt in  ASDEX- uwnd DIII-Entladungen der
"Hoch-Recycling-Bereich”" bereits vor, einige der DIII- und einige Li-
miterentladungen liegen sogar noch wesentlich dariiber:

R > 100, Ta < 10 &V, ng > 1014 cm-3, Neutralgasdruck > 10"3 Torr.

Der Neutraglgastransport wird in unserem Monte-Carlo-Modell in jedem Fall
dreidimensional behandelt. Die oben erwzhnte varigble Dimensicnalitdt be-
trifft nicht das maschinelle Erzeugen der Trajektorien der Testteilchen
fir das Monte-Carlo-Zufallsexperiment, sondern nur das statistische Aus-
werten dieser Stichproben, welches um so effektiver (das heifit: kleinere
statistische Schwankungen bei gleicher Rechenzeit) moglich ist, je grober
die benttigte Ortsauflosung der Profile (hier der Queliterme} ist. Des-
halb ergibt sich fir die Ankoppliung des Neutralgascodes an diese neuen
2-D-Zweiflissigkeitsmodelle fiir die Abschdlzone nichts prinzipiell an-

deres als bei der Verknipfung mit den 1-D-~Plasmatransportmodellen.

Die im Monte-Carlo-Algorithmus erzielten Rechengensuigkeiten sind sber
auch von R bestimmt, ndmlich iiber das Verhdltnis von freier Weglinge fir
Neutralteilchen zu den GefdBdimensionen A/1. (x >> 1 fiir R = 1, } << 1 fir

R > 100)

Die in 0.6/ und /0.7/ eingesetzten Verfahren sind fir R = 1 effektiv, die
in 0.8/ und /3.40/ sind fiir groBe R glinstiger. Das im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit entwickelte Rechenprogramm kombiniert und erweitert diese
&lgorithmen, je nach vorliegendem Regime mit unterschiedlicher Gewich-

tung.
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3.0 NEUTRALGASTRANSPORT

Das Vorgehen in offenbar allen bislang im Rahmen der Tokamaksimulation
eingesetzten Neutralgas-Monte-Carlo-Codes ist dhnlich: Man macht sich zu-
nichst ein Bild ilber den stochastischen ProzefB, der ein Modell fiir das
Verhalten des Gases bilden soll. Das heifit, man legt die Quellen und die
zu beriicksichtigenden Wechselwirkungsprozesse (mit dem Plasma und den
Winden des GefdBes) fest. Mit Hilfe von Zufallszahlen wird dann dieser
Prozef im Rechner moglichst genau nachgebildet, und die so erhaltenen
Trajektorien (Stichproben) werden hinterher ausgewertet. Dies alles ist
miiglich ohne Bezugnahme auf eine Transportgleichung. In /3.6/ ist solch
ein Vorgehen (im Hinblick auf Anwendungen in der
Neutronentransporttheorie) beschrieben, auBerdem sind Algorithmen zur
praktischen Modellierung verschiedener Standardsituationen
(cosinusverteilte Quelle, isotrope Verteilung nach einem Stoll, etc.) an-

gegeben.

Je genauer ein Monte-Carlo-Code einem speziellen Modell angepallt ist, de-
sto weniger flexibel wird er im allgemeinen sein. Wegen der sehr unter-
schiedlichen geometrischen und physikalischen Verhd#ltnisse, auf die wir
den hier beschriebenen Code anwenden wollen und auch aus statistischen
Griinden, missen andere Modelle simuliert werden, als sie dem realen System
entsprechen. Jlonisations- und Wandprozesse konnen zum Beispiel zu einer
so starken Reduzierung des Neutralteilchenflusses filhren, daf bei Bko-
nomisch vertretbaren Rechenzeiten Testteilchen nicht mehr in ausrei-
chender Zahl ins Plasmazentrum gelangen, um zum Beispiel statistisch
prdzise Aussagen iiber den hochenergetischen Teil des Umladungsspektrums

zu treffen.

"Verfilscht” man vorsdtzlich unter Einfilhrung statistischer Gewichte das
Transportverhalten der Testteilchen, dann kann man sich bei Beschrénkung
suf Intuition, ohne Bezugnahme auf die Transportgleichung und ohne Be-~
rechnung des Erwartungswertes des statistischen Algorithmus nicht wehr

unbedingt auf die Korrektheit des Ergebnisses verlassen.
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Deshalb entwickeln wir in diesem Kapitel die theoretischen Grundlagen,
sauf denen der beschriebene Monte-Carlo-Code beruht. Wir verwenden dann
bei den Beispielen in Kapitel 4 nur solche Schdtzfunktionen, fir die der

Erwartungswert hier berechnet worden ist.

3.7 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

In den folgenden Abschnitten 3.1 und 3.2 werden zundchst die wahrschein-
lichkeitstheoretischen Grundlagen, soweit sie flir die Begriindung des spe-
ziellen hier verwendeten Monte-Carlo-Codes erforderlich sind,
zusammengestellt. Die Eingangsabschnitte folgen der in den Standard-Lehr-
blichern iblichen Darstellung, (/3.1/ bis /3.4/), die Herleitungen in
spiteren Kapiteln beruhen auf Originalliteratur bzw. stellen eigene
Weiterentwicklungen dar. Um den Bezug =2zu den spdteren Anwendungen

herzustellen, wird mehrfach auf die physikalische Situation hingewiesen.

3.1.1 WAHRSCHEINLISCHKEITSRAUM, WAHRSCHEINLICHKEITSMAR, ZU-
FALLSVARIABLE

Das als Modell geeignete mathematische Objekt fir die Beschreibung eines
vom Zufall abhingenden Experimentes, der Wahrscheinlichkeitsraum W, ist
ein Tripel: (8§, ¥, p}. & hedeutet dabei eine Menge von Ereignissen w, ¥
ist eine o-~Algebra, 4d.h. ein System von Teilmengen & von 2, das die fol-
gende Eigenschaft hat:

iy e ¥, Qe V (# ist die leere Menge)

(3.1.1)
i1} wenn A £ V, dann auch 0~4 ¢ ¥
(3.1.2)
1ii} wenn Ai £ ¥, i=1,2,3,... , dann auch {J Ai e ¥
i=]
{3.1.3)

Die Mengenfunktion p : ¥ = [0,1] heiBit Wahrscheinlichkeit (kurz: W-Maf),

wenn sie die folgenden Kolmogoroff'schen-Axiome erfiillt:
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i} p{AY 20 fir alle &g V

(3.1.4)
i1y pC U Ai} = % p(Ai) fiir disjunkte Ai e ¥
i= 3 i= 1
(3.1.5)
iii)y pfly =1
(3.1.6)

Die wichtigste spdter betrachtete Konkretisierung fur  ist die Menge
sller Zufallsspazierwege von neutralen Teilchen in einem Volumen. Diese
sind im allgemeinen verzweigt, z.B. durch Dissoziationsprozesse. Das
W-Maf, das dann die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der bestimmte "random
walks" vorkommen, ist dann festgelegt durch die Verteilung der Quellen fir
neutrale Teilchen, durch die in Betracht gezogenen Stofiprozesse mit an-
deren Teilchen (Plasma) oder mit den Wianden und durch die Mechanismen, die
zum Abbruch der Lebenslinie eines Teilchens, im folgenden kurz als
Historie bezeichnet, fithren (z.B. das Entweichen durch GefaBcffnungen,

aber auch Ionisation}.

Um aus W = (§I, V, p) ein abstraktes mathematisches Objekt zu erhalten, das
von der speziellen experimentellen Situation unabhdngig ist, definiert
man “Zufalisvariabie" (kurz: 2V) ¥ : € -+ @', d.h. Funktionen von & imn
einen anderen {mathematischen) Raum R°, auf dem auch eine o-Algebra 7' de-

finiert ist (Bezeichnung fiir (2', ¥'): "MeBraum™).

Von X wird die "V-V' -MeBbarkeit" verlangt, d.h.
X" 1(a") e v fiir alle "¢V’

(3.1.7)
£ilt ndmlich (3.1.7), dann wird durcb,pX(A'):=p{Xpi(A‘}) auf (', ¥') auch
ein W-Mah p’*px definiert. §' ist in dieser Arbeit eine Menge von reellen
Zahlen oder von n~Tupeln reeller Zahlen; v’ ist die
"Borel'sche-o-Algebra', also die kleinste o-Algebra, die alle offenen
Mengen von §' enthdlt. Um hervorzuheben, wenn es sich um diesen elemen-
taren MeBraum handelt, schreiben wir (E,B) bzw. (En,ﬁn}, wenn die Dimen~

sion n von E eine Rolle spielt.
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Unter dem k-ten Moment einer Zufallsvariable X versteht man die Grofie:

k
M, = X" dp
kg
(3.1.8a)

Das Integral ist zundchst im allgemeinen maBtheoretischen Sinn zu verste-

hen. Konkreter wird dieser Begriff, wenn man durch F, = p{fwee [¥X(w) £ x}

X
die zu ¥ gehSrende "Verteilungsfunktion" (kurz: VF) definiert (x & E¥),
Im n-dimensionalen Fall 146t sich eine VF auch noch, ndmlich komponenten-
weise durch n Ungleichungen definisren. Es gilt dann

M = 1 XX dFy
E
(3.1.8b)
Nun handelt es sich um ein "Lebesgue-Stieltjes-Integral”. Ist F, sogar
"absolut stetig", besitzt also eine "Verteilungsdichte" (kurz: VD) f (x),
dann gilt weiter:

M = é xk'fx{x} dx
{(3.1.8¢)

Mk kann dann also als Lebesgue-Integral berechnet werden. Von besonderem
Interesse sind die ersten beiden Momente: der Erwartungswert M1:=E(X} und

M, bzw. das "sentrierte" zweite Moment Mz’ = MZ{waii):m ai (Bez.:

{stochastische) "Varianz'), wodurch ein Mal fiir statistische Schwankungen
um M, gegeben ist. Spdter werden "Schitzfunktionen” definiert, ndmlich
Zufallsvariable auf der oben erwihnten Menge aller Irrpfade, die ieder
Historie eine Zahl zuordnen derart, daB Ml genau die zu berechnende {ge-

nauer: zu schitzende) Grile ist und MZE mglichst klein wird.

Die hier zusammengestellten Begriffe kinnen leicht avf mehrere ZV und de-
ren gemeinsasme VFn bzw. VDn verallgemeinert werden. Fiir spitere Zwecke
soll der folgende wichtige Satz (z.B. /3.4/ p52) vorangestellt werden, der
von einer Bezishung zwischen den Zufallsvarishlen auf eine Beziehung zwi-

schen deren Verteilungsdichten fithre.

Satz 3.1 Sind XI’XZ""’XR bzw. YI’YZ"‘°’Y5 ZV mit der gemeinsamen
Dichte fx(xl,.k~,xn) bzw. fY(yl,.,.,yn), ist ferner
Xizhi{yi”°°’yn) i=1,...,n eine Transformation mit von Null
verschiedener Funktionaldeterminante %, dann gilt:
fyiyls . :yn} = fx{hl(YEs' *oe syn);‘ . :hn(yla“ - xym}}0E§E

{3.1.9)
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3.1.2 BEDINGTE ERWARTUNGSWERTE

Die 2V X enthilt Informationen iiber das durch W = (Q,V,p) beschriebene Ex-
periment in dem Sinne, daB die Kenntnis eines Zahlenwertes X(wg} aus E et~
was iber den Ausgang des Experiments aussagt. Ein MaB dafir, wieviel an
Information durch X tatsdchlich in den Raum (E,B,px) ibertragen wird, ist
die GroBe der o-Algebra ¥, hinsichtlich der die MeBbarkeitseigenschaft
(3.1.7) noch gilt. Die grobste (d.h. kleinste) derartige g-Algebra sei VX
(C ¥). Will man zu noch groberen o-Algebren ?X = Vf}?z.w.ﬂﬁn = {§.0}
iibergehen, so ist dies nur mit Gldttung von X, also einem Informationsver-
lust, méglich. Diese neuen ZV heifen "bedingte Erwartungswerte von X unter
der Bedingung Vl" (1=1,2,..,n), Bez.: E(XEVl). Im Extremfall

1 = n ist E(X%Vn) konstant und zwar gleich dem Erwartungswert E(X). Man
kann solche GlAEttungen auch ineinander schachteln, dann gilt fast sicher
{(/3.1/, Satz 54.18):

E(Xivﬁ)mﬁﬁ(E(Xivt)!VK] fir 1€ 1$ksn
(3.1.10)
insbesondere also:
E{(X) = E{xivn; = E{E(stl}ivn} fiir 1 €1 <n
(3.1.11)

(Das Wort "fast" in Zusammenhdngen wie "fast immer", "fast nirgends",
u.s.w. bedeutet immer, dafl eine Aussage fur alle
we Q-N, mit NEA, A ¢ ¥ und p(A) =0 giit.}

Ist im schon erwdhnten Beispiel Y diejenige ZV, die jedem Irrpfad w g R
die Anzahl k der StoBprozesse von Beginn bis Ende des Weges zugeordnet, VY
alsc die grobste zugehbrige o-Algebra, ferner X eine Schatzfunktion (z.B.
fiir Teilchendichte, Fluf u.s.w.} mit ?XEQVY, dann stellt X(uw) den aktu-
elien Beitrag der Historie @ zur Schdtzung dar. Der Wert E(X%?Y)(u) der
gegldatteten ZV ist dagegen eine Mittelung iber die Beitrdge aller Zufalls-

wege mit gleicher Anzahl von StoBlprozessen wie .

Man kann auf diese Weise aus einer Schdtzfunktion X weitere (ndmlich
glattere) finden mit gleichem 1. Moment aber u.U. kleinerem zentrierten 2.
Moment (Formel 3.1.10). AuBerdem kann man bei der Berechnung von E(X)

schrittweise (sukzessives Gliatten, wegen (3.1.11}) vorgehen.
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3.1.3 STOCHASTISCHE PROZESSE

Die Beschreibung des Neutralgastransportes in einem endiichen Volumen mit
festen Begrasnzungen {mit Widnden, etc.)} erfordert die gleichzeitige Be-
trachtung einer ganzen "Familie von Zufallsvariablen' (X ,tel) auf

{(%,V,p) mit dem gemeinsamen MeBraum (auch "Zustandsraum™) (E,B).

1 ist dabei eine Indexmenge (“'Zeitmenge"), hier ein Intervall auf der po-
sitiven reellen Halbache. Xt{w) ist dann der physikalische Zustand eines

Teilchens zum Zeitpunkt t, das zur Zeit ty = 0 im Zustand Xt {w) gestartet
0
ist.

Unter einem ''stochastischen ProzeR" versteht man nun ein Quadrupel
(Q,V,p,(xtgtalj). Fir ein festes well. heiBt die auf I definierte E-wsr-
tige Funktion X _(w) von t "Realisierung” oder suggestiver "Pfad"” oder

"Trajektorie' des Prozesses.

Sei H{I) die Menge aller endlichen Teilmengen von I. Durch:

J X s'-')x (xiykbb’xn)::p{xtigxl"v'Fxt
1 tn I

< S
axn} fir J {tl,tz,.h.,tn}

(3.1.12)
wird fiir ijedes JeH(I) auf dem Produktraum (EJ,BJ) eine
endlichdimensionale VF definiert {falls Xt vektorwertige ZV ist, sind die
Ungleichungen komponentenweise zu verstehen). Ist JlaH(I) mit Jé:J, dann

erhdlt man offenbar FJ aus FJ, indem man in Fj alle diejenigen Argumente
i
gleich unendlich setzt (Bilden der Randverteilung), deren Index in J,

nicht aber in Jl liegt. Ebenfalls aus (3.1.12) 146t sich unmittelbar able-
sen, dafi, wenn ji aus J nur durch Umocrdnen hervorgeht, man in diesem Fall
FJ} aus Fy durch entsprechendes Umordnen der Argumente erhdlt. Diese Ei-
genschaften heiflen "Vertrdglichkeitsbeziehungen' der Familie (F;,JeH(I)),
eine Familie mit dieser Eigenschaft heiBlt ‘projektiv” und jeder
stochastische Prozeb liefert also eine projektive Familie
endlichdimensionaler VFn. In den nachfolgenden Kapiteln wird es darum ge~
hern, aus der Boltzmanngleichung fur die neutrale Komponente einen geeig-
neten stochastischen ProzeB zu  konstruieren, dessen Pfade die

Ereignismenge fir das Monte-Carlo-Zufallsexperiment bilden.
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Fin erster Schritt hierzu ist nun die Umkehrung des eben geschilderten
Sachverhaltes, daf ndmlich eine projektive Familie (?J,JEH(I}) von
endlichdimensionalen VFn einen stochastischen ProzeR (Q’,V',p',ixt*,tzI)
liefert, dessen zugehdrige Familie endlichdimensionaler VFn gerade wieder
(F,,JeH(I)) ist. Z.B. kann man setzen: g'= E! und v'= g!

Produkt-o~Algebra, deren spezielle Form in dieser Arbeit allerdings unwe-

, die Borel'sche

sentlich ist (ebenso wie die ZVn Xt'}. Von Bedeutung ist lediglich das
W-Mal p', denn hinsichtlich dieses MaBes miissen die Schitzfunktionen {(ge-

mad (3.1.8) und anschliefender Bemerkung) integriert werden.

Das o.a. fir die Theorie stochastischer Prozesse zentrale Resultat stammt
von Kolmogoroff (/3.1/, Satz 62.3) und setzt topologische Eigenschaften
des Zustandsraumes (E,B) voraus. In unserem Fall ist der Zustand eines
neutralen Teilchens zundchst durch seine Orts~ und
Geschwindigkeitskoordinaten r und v im Phasenraum {also im Ré} gegeben,
Wird die Zeit als weitere Zustandkomponente behandelt {wie es bei zeitlich
inhomogenen Problemen, also nicht konstanten Plasmabedingungen, ndtig wa-
re), so erhtht sich die Dimension von E noch einmal. Zu diesen kontinuier-
lichen Varialen tritt in unserem Fall noch eine weitere, nur diskreter
Werte 1,2,...,m,m+1 fdhige Variable j hinzu. Dabei soll ] ein Index f[ir
die Spezies des Neutralteilchens sein, falls j €< m. j = mtl soll dagegen
bedeuten, dafl die Historie abgebrochen ist. Wird z.B. nur eine Sorte von
neutralen Teilchen behandelt, dann hat die Variable } solange den Wert 1,
bis (beispielsweise durch Ionisation) der Zustand "absorbiertes Teilchen”
§=2 eintritt. Sei M:={1,2,....m+1}, dann ist also
E = Mx R® bzu. E = Mx RS R

{3.1.13a)

Oft wird die Abkiirzung benutzt:
x = {j,r,wvJ bzw. x= (j,r,v,t) , also xez E,

(3.1.13b3}

Im Aphang A.0 wird kurz begrindet, warum mit diesem Zustandsraum die

Voraussetzungen fir den Satz von Kolmogoroff erfiillt sind.

In unserem Anwendungsfall werden nicht nur die VFn Fj,JEH(E} sondern sogar

deren Dichten fj konstruiert. Physikalisch ist
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p= Bé dxl Bé dxz . gi dxk fE{XI’XZ""’xk) ; BisB, i=1,2,...,k
{3.1.14)
die Wahrscheinlichkeit dafir, daB ein Teilchen nacheinander Zustidnde
WysWyso ..,y durchlauft mit wlsBI,wzaBz,...,wksBk.

Dabei wurden gzur Verkiirzung der Schreibweise die Summationen iuber die
Speziesindices auch formal als Integral geschrieben. Diese Konvention

wird auch im weiteren beibehalten.

s sei hier schon erwdhnt, dab sich die Vertrdglichkeitsbeziehung un-
mittelbar aus dem Aufbau der Vin ergeben wird, die ndmlich sukzessive aus

sogenannten ' bedingten Dichten' zusammengesetzt werden. Dabei ist:

f{xl‘x2"°"xk

f(xi+1§,.‘,xk[xly,.“,xi) a
ééxi+i e édxkf(xl’XZ""’xk)
3.1.15)
die bedingte Dichte wvon (xi+1,.‘.,xk) bei gegebenem {x},q.g,xi), In

unserem Anwendungsfall werden wir zundchst eine Funktion flixl) definie~-
ren ("Startverteilungsdichte', gegeben durch die Quellen fiir Neutralgas),

ferner bedingte Ubergangswahrscheinlichkeiten:
fz/l(xzixl} ; f3/2(x3ix1,x2) : f&/3(x&|x1,x2,x3) W.5.W.
s0 dal man setzen kann:
£y(xyaxy) = £,(x )00, (x)0x))

£30xy,%y,%5) = £ (xp)%8, y (%1% )0 85 o (x50%),%,)
-2

L]

{3.1.16}
Das auf stochastische Systeme Ubertragene Kausalitdtsprinzip (der
"Markov-Charakter” des Prozesses) driickt sich darin sus, daP die be-
dingten Dichten in Wirklichkedit nicht von allen angeschriebenen, sondern
nur von der jeweils letzten Bedingung anhdngen, so dall also nur eine be-

dingte Dichte fzfiilexlj angegeben werden wmuB. In dieser Tatsache liegt
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auch der mit entscheidenden Vorteilen verbundene Umstand begriindet, daB
der rechnerische Aufwand bei Anwendung eines Monte-Carlo-Verfahrens auf
einen ganz kleinen Teil des Zustandsraumes (in der Ndhe des gerade be-

trachteten Testteilchens) konzentriert werden kann.

3.1.4 STATISTISCHE AUSWERTUNG

Das Monte-Carle-Verfahren beruht auf dem (maschinellen) Ziehen von Stich«
proben “y o i=1,2,...,n, aus einer Grundgesamtheit § {(hier: die Menge der
"random walks™) und dem nachfolgenden Berechnen des Wertes einer ZV X(wi}.

M. sei wieder der Erwartungswert von X (hier: hinsichtlich des durch den

1
stochastischen Prozef definierten MaBes p auf £) und 0§ sei wieder die

Varianz. X wird so bestimmt (in Kapitel 3.3 und 3.4}, daB MI =1 gilt, wo-
bei I die jeweils gesuchte GroBe ist. Dagegen ist oxz {auBer in einfachen

Fellen) i.8. nicht bekannt, weil die Integration von Xz hinsichtlich p zu

aufwendig wire.

Das endgiiltige Ergebnis ist der Wert der ZV Xn

Xn(wl,wzs,..,wn) = 1/n ® § X{wi)
(3.:1.173

Die Konvergenz des Verfahrens ist in jedem Fall durch das "starke Gesetz
der groBen Zahlen" gesichert, demzufolge gilt:

pleeQ”|lim 1/n2(X(u,)-1)=0} = 1 , w=(u,,..

i "wn’wn+1"")
fi e i

(3.1.18)
Allerdings ist es schwer, eotwas gensues iber die Gite der Niherung bei

endlichem n zu sagen.

Fir die Varianz von Xn gilt:

z 2
X = lfn“GX
I

]

{(3.1.1%)
und die ZV V&r(wg,..q,wn) mit
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Var = 1/(n-1)*{ZX" (6,)-1/0(3X(s))*)
i i

e
xe d.h. E(Var)—dx. In

dieser Arbeit wird immer der Wert des "Variabilit3tskoeffizienten' :

o
5 = Stvx /Xn mit Stvx = (Var/n)l/z , bzw., s =100es (%)

n 0

(3.1.20)
ist eine "erwartungstreue' Schitzfunktion fir o2

(3.1.21)
angegeben. Ist ndmiich si endlich (in dieser Arbeit immer der Falll},

dann ist die ZV Xn approximativ narmalverteilt, um den Mittelwert I und

mit der Varianz 02 ("Zentraler Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeits~

X
n

theorie”). Wire die Verteilung von X selbst bekannt, dann liefen sich zu
vorgebbaren Fehlerwahrscheinlichkeiten Konfidenzintervalle fiir die Schdc-
zung Xn(ul,‘..,wn) angeben (bel normalverteiltem ¥ z.B. mit Hilfe der
"Student 'schen t-Verteilung”). In unserem Fall konnen wir aber nur den

Wert der ZV Stv, als Néherung fir o, = (o2 )!/?
13

X -
I n

ii

verwenden und davon

ausgehen, daB bei den in diseser Arbeit verwendeten Werten von n {500 -
3000y die ZV Xn schon sehr gut normalverteilt ist. In diesem Fall ist die
Giite der HNiaherung wmit der Angabe des Variasbilitatskoeffizienten s

ndherungsweise festgelegt.

Tabelle 3.1.1 (entnommen: /3.47/)

o

0.70 G.80 .85 0.90

1.036 1.282 1.440 1.645

]

% |
| 1

Unter diesen Annahmen: normalverteilung von Xn und:

Stvx (wl,...,wn) ¥ Oy
b n
ist ein Ergebnis der Form:

mit den Werten aus Tab. 3.1.1 wie folgt zu interpretieren:

In etwa 70 vor 100 Durchfihrungen der Rechnung liegt der Erwvartungswert [

%

innerhalb des Intervalls X, * s , in sogar cirka 95% der Fdlle liegt er
*

noch innerhalb des Intervalls Xn + 2¢s , allgemein ist ¥ die Wahrschein-

*
lichkeit, daf I immerhalb des Intervalls £ * ez liegt.
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3.2 ERZEUGEN VON VERTEILUNGEN

Wie bereits im einleitenden Kapitel bemerkt, kommt es bei den anzuwen-
denden "Monte-Carlo'-Verfahren darauf an, Zufallsvariable durch aktuelle
Zufallszahlen zu ersetzen, um auf diese Weise die "Stichproben zu ziehen'.
Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt Verfahren beschrieben, die
solche Zahlen auf einer elektronischen Datenverarbeitungsanlage 2zu
erzeugen gestatten. Es wird dann im konkreten Anwendungsfall geniigen, die
Verteilungsfunktion anzugeben, dis bei der Modellierung einer physika-
lischen Situation auftritt; Wiederholungen durch explizite Erliuterung
des Verfahrens fir die Erzeugung der Zufallszahlen konnen dadurch vermie-

den werden.

Es wird sich zeigen, daf} das Problem der Generierung von Zufallszahlen mit
beliebig vorgebbarem Verteilungsgesetz sich zuruckfithren laft auf das
therwiegend zahlentheoretische Problem der Erzeugung einer Sequenz wvon
Zahlen, die mbglichst gut die Eigenschaften einer Folge unabhidngiger und
auf dem Intervall [0,1] gleichverteilter Zufallszahlen besitzt (sogenann-

te "Pseudo-Zufallszahlen®).

3.2.1 BELIEBIGE VERTEILUNGEN

In diesem Unterabschnitt nehmen wir an, dall eine Folge von beliebig vielen
unabhidngigen gleichverteilten Zufallszahlen zur Verfiigung steht {(Bez.:
gl,gz,zg,.h.}, zu dieser Vorasussetzung werden dann in zweiten Unterab-

schnitt einige Bemerkungen angefiibhrt.
Es sei nun eine VF F(x) gegeben, auf sinem Intervall [a,b]. Ein einfacher
und haufip vorkommender Fall liegt vor, wenn ¥F(x) eipne BDichte f{x) be-
sitzt, die sine reine Treppenfunktion ist. Die Sprungstelien seien

8= Xy, Xpyo o s K, = b

It
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und die zugehdrigen Werte von F an diesen Stellen:

FyoFgp,...,F

i*0 2 n

Ferner sei i der grofite Index, so daB noch F, < § gilt {f ist irgend ein

Glied der Folge 51,52,...}5 Dann ist namlich
5= xiqy m Fygym8/ By Fdo by = xy)
{3.2.1)

eine nach F(x) verteilte Zufallszahl /3.56/.

Dieses Verfahren findet u.a. immer dann Anwendung, wenn F(x) oder f(x) nur
tabellarisch wvorliegen, wie z.B. haufig bei Modellen fir Reflexion der
neutralen Teilchen oder Ionen an materiellen Widnden, wenn die
Reflexionswahrscheinlichkeiten oder die Energieverteilungen der
reflektierten Teilchen &ls Funktion der Teilchenenergie und/oder des Auf-

prallwinkels gemessen worden sind.

Ist sogar F(x) selbst eine Treppenfunktion, liegt also eine diskrete Ver-

teilung wvor, die lediglich einen der Werte EysXosenosX mit positiver

Wahrscheinlichkeit liefert, dann entfdllt noch die Iinea:; interpolation
in (3.2.1%, und es ist nur der Index i zu bestimmen. Dieser Fall tritt
unter anderem bei der Festlegung der neuen Spezies des Testeilchens nach
elnem nichtdisgonalen Ladungsaustausch-8tof (z.b. H+D+*H++D} oder einem
WandprozeB (z.B.ZH*Hz) auf. Fir den allgemeinen Fall ist zundchst festzu-~

stellen, dal sich jede VF F{x) eindeutig zerlegen 188t in eine Summe:

Fix) = Ft(x}‘pl + Fa(x)°pz + Fs(s)°p3
{2.2.2)
mit pl,pz,pszﬂ und p1+p2+p321.

Hierbei ist Ft eine reine Treppenfunktion, F, absolut stetig {also mit
einer Dichte f) und FS eine singuldre VF, d.h. eine stetige Verteilung mit
fast sicher verschwindender Ableitung. Letztgenannter Anteil kommt in
snwendungen nicht vor, wir konnen deshalb immer psmO annehmen . Mit Hilfe
der durch Py und Py definierten diskreten Verteilung 188t sich nun eine

Entscheidung zwischen Ft und Fa treffen. Der Fall von Ft ist oben erle-
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digt, im folgenden kann alsc die VF als sbsolut stetig vorausgesetzt wer-
den. Dann kann der in 3.1.1 zitierte Satz 3.1 angewendet werden. Dazu sei
in diesem Satz n=1, ferner X eine gleichverteilte ZV, d.h.
1 fir xe [0,1]
felx) =
v 0 soust

£ sei wieder eine Realisierung dieser Verteilung und die VF der zu erzeu-
genden Zufallszahl sedi Fys mit der Dichte fY‘ Wdhit man als Transformation

im zitierten Satz:
X=h(¥) := FY(Y) , also & = fY (= 03Y,

dann gilt fiir die Verteilungs der mittels

5 =07 =F, )

(3.2.3)

berechneten Zahl § : fX{FY(y})‘fY(y} = fy(y),

4 hat also die gewlinschte Verteilung. Damit 188t sich alsc prinzipiell je-
de VF (durch eine Invertierung) erzeugen. Die Unabhidngigkeit einer ganzen
Sequenz 51,52,... ergibt sich aus derjenigen der Folge 51’52"" . {Zur
Vollstdndigkeit sei noch erwdhnt, dall an Stellen, an denen FY nur monoton,
nicht jedoch streng monoton ist, zur Berechnung von § das Supremum der

Menge FY-I(ﬁ} zu nehmen ist.}

Beispiel 3.1 Zur Simulation ven Wandprozessen werden oft Zahlen mit der
durch: fy(y) = (r+1}“aosrty)“sin(y}, vel[0,n/2} , r # -1

gegebenen Dichte bendtigt, 2z.B. wenn durch Y der Winkel sines an der Wand
reflektierten oder dort desorbierten Teilchens gegen die Uberfléchennor-
male gegeben ist. Fir r=0 liegt eine isotrope Verteilumg vor, r=1 liefert
die Cosinus-Verteilung (z.B. "diffuse Reflexion"}. In beiden Fédllem ist
Gleichverteilung beziiglich des Azimutwinkels vorausgesetzt. Es ist

r+1<

¥
?Y(y) = {r+1)*fdy’ccsr{y')sin(y‘) = ] +~ co8 ¥)
]

{3.2.4)
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Deshalb hat nach obigem "Inversionsverfahren' die Zahl

§ = arccos(l-i}l/r+l

die verlangte Verteilung. £ und 1-% haben die gleiche Verteilung; da uber-

dies in der Regel nicht & selbst, sondern nur cos(§)} gebraucht wird, hat

mAD nuy
cos(8) = £1fr+i , insh. cos{8) = (5)1/2 {fir die cos. Verteilung)
zu berechnen. (3.2.5}

Neben dem zwar immer anwendbaren aber mitunter uneffektiven Inversions~
verfahren gibt es noch eine Vielzahl speziell auf einzelne VFn
zugeschnittene Algorithmen. Oft erlauben einfache Sdtze aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie eine glinstige Darstellung § = h(gl,az,.‘.,gn) fir
die gesuchte Zufallszahl §

Belspiel 3.2 Um die Koordinaten Vs Vy’ v, eines Testteilchens im Ge-
schwindigkeitsraum festzulegen, muf oft aus einer Maxwell-Verteilung ge-
sammelt werden (z.B. wenn es gerade sinen Ladungsaustauschstof in einem
Plasma mit Maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung erlitten hat)., Dies
186t sich auch dann noch, wenn eine zusitzliche Driftgeschwindigkeit
iiberlagert ist, durch lineare Transformation {(Satz 3.11) auf das Problem
zurtickfithren, drel unabhidngige normalverteilte Zufallszahlen 51, 52, 53

zu generieren. Sei dazu mit den Bezeichnungen von Satz 3.1:

fx(xl,xz,...,xn}=(1!2ﬁ}nf2'exp{~1/2°(x12+x22+.A‘+xn2))

le hl(YI"""Yn) = YE’COS(YZ}
Xzﬂ h2(Y13'°"Yn) = Y1°sin{Y2)°cos{Y3)
@
L
&
an hn(Yl,..,,Yn) = Y1°sin(Y2)°...‘sin{Ynml}°sin(Yn}

mit Y.efO,=], ¥

1 L ¥

ef0,7] und Yns{O,Zw}. Dann ist:

237 n-1
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2yes . =2 -1
fo(yys- sy ) = (1/2m" *sin(y _{)®...°sin" (y,)ey;" “eXpéwl/Z‘ylz}
(3.2.6)

Die Verteilung von Yl 18Bt sich leicht realisieren {z.B. /3.9/, rule 025,
€29y, dagegen scheinen fir Yz,w..,Yn {gleichverteilte Richtung auf
n~dimensionaler Einheitskugel) nur recht sufwendige Verfahren bekannt zu

sein. Lediglich der Fall n=2 ist trivial, denn dann geht z.B.:

/2

=3
#

L= (=200 (E )
, = (-2°1n(E]))

’cos(Zﬁiz)
/2

=5
L

*sin(ZwZz)
(3.2.7)
Dieses Verfahren wird deshalb in den meisten Monte-Carle-Codes und auch in

dieser Arbeit verwendet.

Auch wenn bei der Festlegung eines Zufallsvektors Yﬂ(Yi,...g Yn) {anders
als im Beispiel 3.2) die einzelnen Keordinaten voneinander abhingilg sind,
kann man dennoch auf die Methoden zur Erszeugung eindimensionaler Vertei-
iungen zurickgreifen (/3.3/, /3.4/). Bei da=zu F{yl,,.,,yn) die zu erzeu-

gende n-dimensionale Verteilungsfupnktion, ferner:
Folyyd) =Fly,smy=, .. y=) = p (Y (0} 2y,),

F3/2€Y3E}’1;Y2) =p {YB(W} b3 Y3[Y1(N) = YE;YZCW} = Yz)*

(3.2.8}

Wenn man nun zundchst eine Realisierung 51 der VF Fl berechnet, diese in
szl einsetzt und die so gewonnene, dann nur noch von Yo abhidngende VF re-
alisiert, erhidlt man eine Zahl §2. Analog ergibt sich 53 aus FS/Z mit den
bereits gewonnenen Zahlen 61 und 62, u.s.w.. Der auf diese Weise erhal-
tene Vektor § = (51,52,n‘.,6ﬁ} hat dann die gewlinschte Verteilung. Die

"bedingten VFn" {3.2.8) erhdlt man aus F (loc.cit.), es sind VFn
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hinsichtlich des jeweils ersten Argumentes, und, falls Dichten existie-

ren, sind dies die schon erwdhnten "bedingten Dichten" (3.1.14).

Beispiel 3.3 Durch fR{xrlxi) sei die bedingte Verteilungsdichte fiir den
Zustand X des reflektierten Teilchens gegeben, falls ein Teilchen im Zu-
stand Xy auf eine Wand getroffen ist und dort ein Reflexionsprozel statt-
gefunden hat. Wir beziehen die Geschwindigkeiten auf ain

Polarkoordinatensystem und betrachten die Funktion:

fa v o8 e | | vl 8,.8,).
(3.2.93
Dabei seien 8,, . bew. ¢,,. . die Polar- bzw. Azimutalwinkel gegen dis
iyx) iixr}

Normale bzw. eine Tangente der reflektierenden Fliache im Auftreffpunkt
(éi kann o.B.d.A. gleich Null gesetzt werden). In einfachen
Reflexionsmodellen (z.B. in /f0.6/, /J0.7/ oder /f0.8/) werden die

Koordinaten |v Sr und ¢r als stochastisch unabhingig betrachtet {(in

L
/0.6/ auﬁerden? als unabhéngig von 8,). Der Monte-Carlo-Code "Marlowe™
(/0.9/7, /0.10/) simuliert dagegen die weiteren Bewegungen von auf einen
Festkirper auftreffenden Tesiteilchen innerhalb des FestkOrpers und lie-
fert so in Abhdnigkeit von ivif und 8, empirische VFn

FR(EVr"er’¢'r it ; Vlisei}

In /0.10/ sind diese Resultate entsprechend dem o.a. Algorithmus umge=-
formt, und zwar werden dort sogar direkt die Inversen F;l, F;l, F;i der
bedingten VFn (3.2.8) tabelliert, so daf man nach der Inversionsmethode

{3.2.3) setzen kann:
v = FINE L v,
cos(8_) = FyN(E,,E,,1v],8,) ,
cos(s.) = Fl(E 8,841 v;|,8,) .

(3.2.10)

In /0.8/ ist solch ein Reflexionsmoedell als zweite Option angegeben.
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Beispiel 3.4 Wie schon in 3.1.3 beschrieben, mull zur Realisierung der
Pfade des den Neutralgastransport beschreibenden stochastischen Prozesses
aus den endlichdimensionalen VFn der zugehOrigen projektiven Familie
(3.1.12) gesammelt werden. Sieht man einmal davon ab, daf nach {(3.1.13)
ein Zustand x selbst aus mehreren stochastisch voneinander abhingenden
Komponenten besteht, so zeigen die Gleichungen (3.1.15) zusammen mit dem
o.a. Algorithmus, wie man vorzugehen hat. Es ist ndmlich zundchst fl(xl)
zu realisieren, danach ({(im Markov-Falle)} sukzessive f2/l(xi+1|xi)’

i=1,2,..., sclange, bis der sbsorbisrende ZJustand xam(m+l,.‘a) eintritt.

3.2.2 GLEICHVERTEILTE ZUFALLSZAHLEN

Die Korrektheit von Monte-Carlc Ergebnissen ist streng verknipft mit der
Giite der Folge von Zufallszahlen 51,52,... Damit Resultate iberhaupt re-
produzierbar sind, verwendet man i1.a. keine echten (z.B. aus einem geeig-
neten physikalischen Prozell gewonnene) Zufallszahlen, sondern sogenannte
"Pseudozufallszahlen”, die in der Regel durch rekursive Algorithmen ma-
schinell erzeugt werden. In =zahlreichen Publiketionen {(z.B. /3.12/,
/3.13/) sind solche Verfahren beschrieben, wir machen hier nur einige Be-
merkungen zu dem am meisten benutzten Verfahren. Dies ist das durch:

k-1

5i+kz§=0 bj'5i+j + ¥ {mod P)

Eie = Sian/F
£3.2.11)
definierte "Kongruenzverfahren". Bei den Rechnungen in dieser Arbeit wur-
den verwendet /3.4%/:
k=1 , bg = 843314861 , 8§ = 1815266769 , P = 2
Neben zahlentheoretischen iberlegungen sind statistische Testverfahren

31

zur Untersuchung sclcher Zahlenfolgen einzusetzen. Selbstverstdndlich
kann man nicht alle (weil unendlich viele) Tests tatsdchlich durchfithren,
der verbleibende Rest an Unsicherheit sollte m8glichst klein gehalten
werden. Um durch den Zufallsgenerator eingebrachte systematische Fehler

in den Ergebnissen zu vermeiden, kann im entwickelten Rechencode zwischen
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verschiedenen Kongruenzverfahren gewdhlt werden, die unterschiedlichen
Ergebnisse k&nnen dann mittels Varianzanalyse auf "zufallige"” oder syste-

matische Abweichung getestet werden.

Prinzipiell ist die Gite einer durch (3.2.11) erzeugten Folge schon da-
durch begrenzt, daB sie notwendigerweise periodisch ist. In /3.11/ ist
dariiber hinaus gezeigt, daB n-Tupel wvon mittels {3.2.11)},k=1 erzeugte
Zahlen den n-dimensionalen Einheitwirfel keineswegs gleichmdBig ausfil-
ien, sondern immer auf einer von héchstens m=m{n,t) Hyperfldchen liegen
{(t=Bit-Linge der Integer-Arithmetik der EDVA). Fir den Fall k>1 l&Bt sich
die Zahl der Hyperflidchen zwar vergriBern, der Defekt des Generators der
Form (3.2.11) kann jedoch prinzipiell nicht ganz beseitigt werden

{(/3.146/3.

3.3 DER STOCHASTISCHE PROZER UND DIE ZUGEHORIGE TRANSPORT-
GLEICHUNG

Mittels der Monte-Carlo-Verfahren wird das Verhalten der neutralen
Teilchen innerhalb eines Volumens R durch einen stochastischen Prozefl be-
schrieben. Der Parameter t asus der Indexmenge stellt dann die Zeit dar,
die seit der Entstehung eines Teilchens an der Quelle verstrichen ist (und
darf nicht mit dem Wert der Zustandskomponente tﬁ verwechselt werden, dis
bei zeitlich inhomogenen Problemen fir die Zeit steht). Wie schon in Kapi-
tel 0.1 und 2.2 angedeutet, haben wie es nicht mit einem "rein unstetigen"
ProzeB, aber auch nicht mit einem "rein stetigen'~ oder Diffusionsprozel
zu tun, vielmehr wird die Zeitfunktion (v(t},j{t)) auf Grund der Stoler-
eignisse eine Sprungfunktion sein, widhrend r{t} baw. (r(t),t*(t)} sich

stetig mit der Zeit t dndert,

Wenn das statistische Verfahren und der zugehdrige Rechencode méglichst
allgemein einsetzbar sein sollen, ist es unzweckmdlBig, diesen Prozel so
genau wie mbglich im Rechner nechzubilden, wie dies in offenbar allen bis-
lang in der Fusionsforschung auf diesem Gebiet eingesetzten Programmen

angestrebt wurde. Deshaltd wird, wie dies auch schon in der
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Neutronentransporttheorie geschehen ist (fir die diese Verfahren
urspringlich entwickelt wurden)} ausgehend ven einer theoretischen Basis
{hier: der Boltzmanngleichung) untersucht, welche anderen, einfacher
und/oder ckonomischer zu realisierenden Prozesse die gleichen Resultate
liefern. Dazu soll wie folgt vorgegangen werden: Zundchst wird der (i.a.
verzweigte) stochastische Prozell festgelegt, der in allgemeinster Form
das Verhalten der neutralen Komponente beschreibern scll. Fur diesen Pro-
zefl wird eine "Riickwarts'-Integralgleichung fir Ubergangswahrschein-
lichkeiten abgeleitet. Nach einer Mittelung, einem Ubergang zur
adjungierten Integralgleichung uwnd nach Einfihrung von Quelltermen wird
in 3.3.2 dann die zugehdrige Transportgleichung {Boltzmanngleichung in
integraler Form) erhalten, aus dieser wiederum ein stochastischer ProzelB,
der zwar als zum Ausgangsprozel 'analog' bezeichnet wird, der aber wesent~-
lich einfacher zu simulieren ist, und der es vor allem unter Bezugnahme
auf die Boltzmanngleichung gestattet, die Schatzverfahren als im stati-

stischen Sinne korrekt ("erwartungstres') nachzurechnen.

Dies wird in 3.3.3 fur eine alligemeine Fredholmsche 1GL skizziert und dann
in 3.3.4 fir die Berechnung des Neutralgastransportes in einem mit Plasma
gefiilllten Volumen (aber auch im Vakuum konkretisiert). Hierzu werden ei-
nige spezielle Schitzfunktionen hergeleitet, die im Rechencode eingesetzt
gsind. In 3.4 und 3.5 wird gezeigt, wie der analoge Prozefl je nach vorlie-
gender Situation (in einen "nichtanalogen") abzuwandeln ist, um auch in so
unterschiedlichen Fdllen statistisch okonomisch zu arbeiten, wie sie atwa
bei Berechnungen fiir den Xern eines dichten und heiflen Plasmas (sehr grofie
Stoldichte, praktisch Diffusionsnsdherung miglich) und fiir die Kammer
eines Divertors oder Pumplimiters ({durch Wandprozesse und damit durch
Gefdligeometrie bestimmtes Transportverhalten) vorliegen. In 3.6 schlief-
lich wird der "Geometrische Block" des Rechencodes beschrieben, damit
wird dann gezeigt, welche geometrischen Verhaltnisse mit dem Programm

simuliert werden kdnnen.
Die Verfahren basieren auf den folgenden & Grundannahmen:
1. Die Eigenschaften des Mediums (Plasma}, in dem der

Neutralgastransport stattfindet, sind fest vorgegeben als Funktionen

des Ortes und der Zeit, das Plasma selbst wird wihrend des fir den
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Neutralgastransport maBgebenden Zeitintervalls nicht von der neu-
tralen Komponente beeinflufit,

2. Die Dichte der neutralen Teilchen ist so klein, daB Wechselwirkungen

der Neutralteilchen untereinander nicht beriicksichtigt werden miissen.

3. Zwischen zwei  St&Ben bewegen sich die neutralen Teilchen

deterministisch auf geraden Flugbahnen.

4. Die Teilchen der n#chsten Generation (bei einem StoliprozeB) entstehen

am Stoflort sefort zum Stofizeitpunk:t.

Die bericksichtigten Wechselwirkungsprozesse, Quellenverteilung und
Reflexionsmodelle sind praktisch nach Belieben austauschbar und die bei
den Rechnungen in dieser Arbeit angenommenen sind im nachfolgenden Kapi-

tel 4 beschrieben.

3.3.17 DER KASKADENPROZES

Un zu einer mbglichst allgemeinen Beschreibung der meutralen Komponente
zu gelangen, soll einerseits beriicksichtigt werden, daR das Neutralgas
sich aus m 2 1 verschiedenen Spezies zusammensetzt, daB andererseits ein
Stofiereignis sowohl die Spezies verdndern kann (z.B. nichtdiagonale Um-
ladungstofe)} als auch die Teilchenzahl (Ionisation, Disscoziation neu-
traler Molekiile, u.s.w.). Ein “random walk" kann also z.B. wie folgt
aussehen: Ein HD-Molekiil startet von einer Wandstelle ins Plasma {etwa mit
einer der Wandtemperatur von 300-400 K entsprechende Energie) und wird im
Plasma durch Elektronenstofl zu einem H- und einem D-Atom dissoziiert. Je-
des dieser beiden Atome hat die Chance, sich durch UmladungsstdBe in ein
heiBes (Plasmatemperatur) Neutrales irgendeiner im Plasma vertretenen
Spezies zu verwandeln, um dann eventuell bei einem nachfolgenden Stof mit
einer Wand (GefdB, Limiter oder Prallplatte) einerseits selbst

reflektiert zu  werden, andererseits aber  auch ein npeutrales
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Verunreinigungsatom freizusetzen und auf diese Weise eine nidchste Genera-

tion der Kaskade hervorzurufen.

Wiren Orts~ und Geschwindigkeitszustdnde diskret, dann kinnte man jedem
dieser Zustidnde die Teilchenzahlen der einzelnen Spezies zuordnen und
hitte so eine sinnvolle Festlegung des "Zustandes der Kaskade” 2zu jedem
Zeitpunkt. In diesem Fall lieBen sich sofort die "Vorwdrts-" und
"Rickwirtsgleichungen" fiir diesen "rein unstetigen' MarkovprozeB angeben
(/3.15/, /3.16/, /3.17/, /3.18/) und aus der "Vorwdrtsgleichung' wiederum
die zugehOrige Transportgleichung (Boltzmanngleichung). In unserem Fall
(r und v kontinuierlich) miissen wir jedoch zu einem anderen Vorgehen, ana-
log zu demjenigen in der "Fluktuationstheorie von Kaskadenprozessen'
(/3.18/, /3.19/, /3.20/) greifen. Im /3.20/ ist diese Theorie fir
Neutronenkaskaden in Kernreaktoren eingesetzt worden; das im nachfol-
genden beschriebene Vorgehen ist dhnlich. Die zur Produktion von verzo-
gerten Neutromen analogen Effekte entfallen, dafiir haben wir es aber mit

mehr als nur einer Spezies von "Teilchen" zu tun.

Um 2zu einer probabilistischen Beschreibung des Neutralgasverhalitens zu

gelangen, beginnen wir mit der Definition fir die Wahrscheinlichkeit:

wk(x{}(to};il,v1,i2,v2,., . ’ik’ vk)dv1 .. .dvkdtg k=1,2,3,...

(3.3.1)
Damit ist die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daf ein Teilchen im Zustand
xg(t0)= (io,ra,vo,tg} wihrend des nachfolgenden Zeitintervalls
(to,t0+dt0) einen Stof erleidet, und dab aus diesem Stof insgesamt k
Teilchen hervorgehen, eines der Spezies i1 im Geschwindigkeitselement
(VT’VT+dVT)’ u2.8.w., eines schlieBlich in (Vk’vk+dvk) mit dem
Speziesindex i,. Zur Vermeidung allzu hdufiger Fallunterscheidungen
schlieBen wir zunidchst den Wert mtl fir den Speziesindex i (also den Zu-
stand: "absorbiertes Teilchen") von der Betrachtung aus.
Wk;ﬁ(xg(te}) dtG ist dann die Wsahrscheinlichkeit dafir, daB das Teilchen
absorbiert wird., Da im Endeffekt natiirlich nicht die korrekte Verteilung
der einzelnen Historien interessiert, sondern nur mittlere Teilchenzahlen
in Zustandsraumelementen, missen die u.U. vielparametrigen Funktionen Wk
nicht vollstdndig angegeben werden, sondern es geniigt die Bestimmung ei-

niger Randverteilungen hiervon.
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Zur Vereinfachung fassen wir noch die sich nur bei Stoflereignissen

andernden Variablen i und v zu ¥ zusammen, also {(mit (3.1.13b)):

x(t)y = {i{,r,v,t) = (r,u,t}) bzw. x = {i,r,v) = (r,u)

(3.3.2)
Die Wahrscheinlichkeit, daB Uberhaupt ein StoB stattfindet, ist:
atot(xoitg))dts = ﬁfd u1jd uzvq.fd by chxa(t0)9“1’°'"*uk)dt0
{3.3.3)
und
Wk(xegto}iu? :u29 s suk:) = wk(xﬂ(t{}) ;u? FRPE. ‘uk)/atot(XO{tO))

o (3.3.4)
ist die bedingte VD fir die Zustandskomponenten u1,...,uk, falls in
xO(tO} ein Stofl stattgefunden hat. Sei ferner:

PO(t) = (i{}} ?‘0+t'V0,V0,t0+t)
(3.3.5)

derjenige Zustand, in den xa{tgj nach Verstreichen der Zeit t ihergeht,

wenn kein Stofprozed stattgefunden hat. Dann ist:

Fixg(tylipg(t)] = eXP{“zdt'utgtiﬁoit?})}

(3.3.6)
die Wahrscheinlichkeit dafir, dall die Flugdauer des im Zustand xG{tO) ba~
findlichen Teilchens bis zum ndchsten StoBpunkt jedenfalls gréfer als t
ist (Wechselwirkungen mit den Begrenzungen eines endlichen Volumens sind

zundchst auller Acht gelassen). Daraus folgt, daB mit

Tlxg(ty) * pg(t)] = @ (pg(£))*Flxy(ty)5p4()]
(3.3.7)
die Verteilungsdichte {zun#chst bis auf Normierung) fir die Flugdauer t
eines in Zustand xaita) startenden Teilchens bis zwm ndchsten Stold gegeben

ist.

(x{t})Y/| v| verwendet,

eine Groflle, fiir die sich in der Literatur trotz dex Simensicn.Lénge-E die

Anstatt atgt(x(t)) wird oft auch Xtat(x(t)} il

Bezeichnung "totaler makroskopischer Querschnitt” singebirgert hat.
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Er 188t sich (ebenso wie entsprechend o Wk oder wk) als aus 'parti-

tot?
. . 1] - s s
ellen makroskopischen Querschnitten, z.B. ztotuztot+zcx%zdiss’ fir ein
zelne Stofiprozesse (f(hier: Iomnisation, Umladung und Disscozistion)

zusammengesetzt denken. Ist also 5 ein Index fir die Art des Stofipro-
zesses, dann ist:
W, = 1L w§ und Uor = § a
{3.3.8)
Umn als Verteilungsdichte fiir t verwendet werden zu kdnnen, muf die Funk-
tion T flir jedes feste xo(tg) als Funktion von t auf Eins normiert sein.
Dies 14dBt sich wie folgt sicherstellen: Das Gefafl, in welchem sich das
Gas befinden soll, sei wieder durch das Volumen R im RB gegeben, der Rand
sei die Flache §. RK sei ein {fur starker analytisch als hier durchge-~
fithrte Behandlungen zweckmiBigerweise konvex pgewidhltes) Volumen, das R
umfalt, mit dem Rand SK'
Da nur Lidsungen innerhalb R gesucht sind, setzen wir alle Funktionen wk

und die noch zu definierenden Quellverteilungen Q auflerhalb von RK Null.

{Integrale iber RK konnen dann auch idber den ganzen R3 erstreckt werden.)
Dariiberhinaus werden nur Quellvertejilungen innerhalb R {(einschliefilich
Eand) betrachtet, auf dem Rand jedoch nur seolche, die nach innen gerichtet

sind. Formal gilt fiir solche "Oberfldchenquellen QS":
Qli,r,v,t) = Qzli,r,v,t)*8(s) , reS
Qgli,r,v,t) =0 falls ven_ >0

(L ist dazu die nach auflen gerichtete Normale im Punkt eS8, s ist eine

Koordinate senkrecht zu § im Punkte .

Ferner nehmen wir an, daf mindestens eines unter den Wk einen von Wandsto-

Wand in der Zerlegung (3.3.8) enthdlt. Der hier~

Ben herrihrenden Anteil Wk
durch bewirkte Sprung auf Eins in der Stobwahrscheinlichkeit dn

Abhdngigkeit von t drickt sich in der Dichte Wk durch den Anteil
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Wand . " - Wand .
Wk (Xa(to),u},.”,uk) e §(t tm&x)’wk (xo(tg},u‘g,.s»*uk)
(3.3.9)
aus. kaand legt dabel das Reflexionsmodell (in Abh#ngigkeit vom Zustand
XOCtG) des auftreffenden Teilchens) fest. Offnungen im GefsEB

(Divertorschlitze, Pumpstutzen, u.s.w.) werden als ideal absorbierende

Zonen (also wowandﬁi fiir seclche ra) erfaldt.

tm&x igt die Flugdauver eines bei XO{tO) startenden Teilchens bis zur

ndchsten Wand in Flugrichtung. Durch den zusdtzlichen Stoliprozel ergibt

sich nun

0 t2zt
Mmax
F{XO(QZ{));{J{}(‘E)} =
exp{-gft LI {pe(t‘})dz’} t<t
(3.3.6a)
und deshalb ist wegen
. t €
1= Flxg(rgdse(e)] = ofF Tlxg(tg) * pylt')]dt
{(3.3.78)

mit diesen Vereimbarungen T tatszchlich auf Eins normiert., Diese Art, die
Randbedingungen zu beschreiben, ist bei numerischen Verfahren nicht ange~
bracht, weil der zusdtzliche (singuldre) Stofprozel den Kern der zu lo-
senden Integralgleichung neoch komplizierter macht. Randbedingungen
(Reflexionsmodelle) werden deshalb dort zussdtzlich zur IGL formuliert und
durch einen Jterationsprozel approximativ erfiille (/3.21/-/3.23/). Bel
den hier anzuwendenden statistischen Verfahren ist zur Vermeidung der
Iteration der Einbau der Randbedingungen in den Kern dagegen aus Gko-

nomischen Grinden unumginglich,

Durch obige Vereinbarungen ist gewdhrleistet, dal (fast sicher) kein
Teilchen bis zu dem Rand SK gelangt, es handelt sich also um einen ProzeB
"mit natirlichen Rindern' (/3.18/), und es brauchen auf 8, keine Randbe-

dingungen erfillt werden.
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Fiir das Folgende werden noch zwei Definitiocnen bendtigt:
1. p(xg(tg);vlgvz,...,vm}

{3.3.108)
sei die (badingte) Wahrscheinlichkeit dafir, falls in xe(tej ein Stof
stattgefundern hat, dal aus diesem vy Teilchen der Spezies 1, u.5.w. und Yir
Teilchen deyr Spezies m hervorgehen. Man erh#lt diese Funktion durch Inte-
gration derjenigen Funktion Wy iilber alle Geschwindigkeiten Viseo sV, fiir
die k=v1+v2+a,‘+vm gilt,

2. W(Xo(to)},i;V)dV

{3.3.11)
sei noch die Wahrscheinlichkeit, daB bei einem StoB in xo(to), aus dem
mindestens ein Teilchen der Spezies i hervorgeht, mindestens ein Teilchen

eben dieser Spezies im Ceschwindigkeitselement (V,v+dv) auftaucht.

Nun soll festgelegt werden, was mit dem "Zustand der Kaskade zum Zeitpunkt

t" gemeint ist.
Dazu sei (r,v) ein Punkt des Phasenraumes mit re R*®, fermer:

v, = {(rf v )ir'sr, visv}
(3.3.12)

Jede der & Komponenten {r_',r ',r ",v_ ') kann entweder gréfer oder
P " 2 g

y z"vx’vy
nicht groéfBer als die entsprechende Komponente von (r,v) sein. Auf diese
Weise erhdlt man also eine disjunkte Zerlegung des Phasenraumes in 26

Teilstiicke, deren erstes gerade V1 sei, (Vz sei z.B. analog zu V1 defi-

niert, lediglich sei rx'>rx u.s.w.}. Der 26°mwdimensina1e Vektor m{t)

mit) = (mlsl""’mi,m’mz,i’“°"m26 3
oM
(3.3.1%)
scll denjenigen Zustand kennzeichnen, in dem sich zur Zeit t genau m,
%
Teilchen der Spezies v im Phasenvolumen V1 befinden.

Neutralgastransport 53




Wieder mit xo(to) = (iegrg,vo,ta) sei nun

H(xg(tg);mit))
(3.3.14a}

die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen im Zustand xG(tn) nach einer
Zeitspanne t--t0 den Kaskadenzustand m{t) ausgebildet hat. Wdren diese
"Ubergangswahrscheinlichkeiten” bekannt, dann lieBen sich daraus alle die

neutrale Komponente im Plasma betreffenden Grofen berechnen.
Um die Gleichung fiir H angeben zu kdnnen, zerlegen wir H in

H = Ha + HG + Hsc
{3.3.14b3
Die einzelnen Summanden gehen aus H durch Bedingungen an den ersten Stof
nach dem Zustand xg{to) hervor. Bei Ha ist diese Bedingung, daB bei dem
ersten Stof, der vor der Zeit t eingetreten sein muf, das Teilchen absor-
biert wurde. Die Bedingung fir HG ist, daB bis zur Zeit t kein Stofl statt-
fand; fur HSC bleibt die Bedingung, daf zumindest aus dem ersten Stof, der

vor der Zeit t geschehen sein mufl, mindestens ein Teilchen hervorging.

Fassen wir in (3.3.8) alle diejenigen @, zu 8 Zusammen, bei denen s fiir

einen zu Teilchenabsorption fihrenden StoBprozefl steht, also ot © %4 +

a_ , dann ergibt sich:
SC

Hy(xg(tg)sm(e)) = 8 poeey® 7P det Flxg(egdspg(t -t 1%, (o (k' -ty))

o
(3.3.15)
mit dem fiir Vektoren verallgemeinerten Kroneckersymbol
8 n,ﬁzw 1, falls i = m und Null sonst.
Ebenfalls stark singuldr ist die Verteilung Hg:
oGty (5)im(e)) = 6, (ooc 3 me) Tlxg(tg)seq(t-cg)]
(3.3.16)

mit der Abkirzung § 1, falls der Kaskadenzastandin(tz} ein

x(£y), m(t,) ~
"Einteilchenzustand' ist, wenn also zn(tz) aus lauter Nullen und einer
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Eins besteht, und wenn ferner dieser Einteilchenzustand identisch mit dem

Zustand x{tl) ist (in allen anderen Fdllen wird der Wert Null angencmmen).

Fir RS ergibt sich schlieBlich {unter der Beriicksichtigung des
Markov-Charakters des Prozesses, demzufolge ein aus einem 5tofl hervorge-
hendes Teilchen unabhdngig von der Vorgeschichte und den anderen Teilchen

selbst Ausgangspunkt einer neuen eigenen Kaskade ist):

H (x0(gg)sm(e)) = tgtdt‘ascf%w~t0}>~F{xO{aO>;p{}{t*—to )] x

% I p{po(t'“tg);vl,...,v 3 ®

VisVgseeesV

m
m

oo
x ¥ T H (po{t'wtg),v.*

m(t}mmg(t)@». o mm(t) i=1

{3.3.17)
Hierbei ist durch Hﬁ(x(tl),vj;m{tz)) die Wahrscheinlichkeit gegeben, das,
falls im Zustand X{tl} ein StoBereignis eintrat uvnd asus diesem (ev. neben
weiteren Teilchen anderer Spezies) Vj Teilchen der Spezies j hervor-
gingen, diese v. Teilchen zum spateren Zeitpunkt ty den Kaskadenrzustand WE

bewirken. Wegen der Unabhingigkeit der einzelnen Teilchen ist dann

. W,
H“’{x(tﬁ,vj; m(t,)) =1 1) 7 v ox
m(t,)=my (£)+. ..+ m (t,) =1

v

xw(x(ey), 3 vH(G, v e my(E,)

{3.3.18)
{3.3.18) eingesetzt in (3.3.17), dies dann wieder zusammen mit (3.3.15)
und (3.3.16) eingesetzt in (3.3.14) stellt eine "Rickwdrts~- Integralglei-
chung" fir die Fumktion H dar, "Rickwirts" deshalb, weil sich die Bedin-
gungen bei der Zerlegung von H auf den ersten StoBprozel nach dem zeitlich
fritheren der beiden Zustidnde xO(tg) und m{t) bezogen und nicht, was hier
gar nicht moglich gewesen widre, auf den letzten vor dem zeitlich spidter

liegenden.
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3.3.2 DIE ZUGEHORIGE TRANSPORTGLEICHUNG

Wie schon erwdhnt, ist weniger die Funktion H selbst von Interessse als
vielmehr nur einige ihrer Mittelwerte. Um diese zu erhalten, kann man sich
wie immer bei diskreten Verteilungsfunktionen der "erzeugenden Funktion"

bedienen, die im vorliegendern Fall durch

Glxglty)iq,t) =k exp(m(tyeq)eH(x,(t,);m(t))

mit)
(3.3.19)
definiert ist. q ist dabei ein 2%em-dimensionaler Vektor
9= (q,,...,q )
1 Eé‘m
(3.3.20)

Die Momente von H berechnen sich dann aus den Ableitungen von G. Wir beni-

tigen nur einige erste Momente, deshalb sei jetzt speziell

G =(0,...,0,9,,0,...,0) mit 1S is<m

{3.3.21)
{mit q; an der i-ten Stelle), ferner
Gi(xe(tg};q,t} = G(Xo(to);qi,t)-
{(3.3.22}
Dann ist ndmlich
Mlx,(tg)51,V,,t) = 3G, (x4(t4); q,t}/3qi§qi=0
{3.3.23)

die mittlere Anzahl von neutralen Teilchen der Spezies i im Phasenraumvo-
lumen V1 (definjert in (3.3.12)) zur Zeit t, falls zu friiheren Zeitpunkt

ty nur genau ein Teilchen im Zustand.xeite) vorhanden war.

Nur 188t sich die zugehSrige Transportgleichung angeben. Dazu seien G und

Qi analog wie H in (3.3.14) zerlegt, also
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L,y X . + G, . + \
1) " Ccay,a* Cray,0" Cldd e

{3.3.148)
(3.3.13), eingesetzt in (3.3.19), ergibt unter Berlcksichtigung von

{3.3.21) fir M den Beitrag

6y 4/34y g = = O

{(3.3.24)
und fiir den "ungestoBenen Beitrag' zu M erhdlt man:
aGi’Qfaqiiqiﬂg = A[pﬁ(t“tﬂ);i’vl’t).F[xQ(tO);pO{tth)}

(3.3.25)

mit A(x(tl);iz,v,tz) = 1.  falls i#izs timtz und (P, ¥} £ ¥V, in allen an-
deren Fédllen ist der Wert Null.

Eine Formel fir Gsc ergibt sich durch Einsetzen von {3.3.17) in (3.3.1%)

zundchst zu:

[

Ggc (2gltglia,®) = tétdt' o (Po(t L)) F X (tg) (e ~tg) ]

x L P(pg(t,"toj;vls-~*svm) x
Ve sVnseeos¥
1’72 m

il
x1 3 exp(m(e)e@)eH (pylt'=tg),v,,m(x))

i=1 m(xr)
{3.3.26)
Hierzu sind die beiden Summen I und I Zu nur
mit) m«g(t)—&w.,.»ﬁmm{t)ﬂm(t)
einer Summe I zusammengefalbt, dann lassen sich ndmlich
iy (ty,... ,mm(t)

nach Zerlegung der Exponentialfunktion in einzelne Faktoren such die Sum~
men- und Produktbildung in oben angegebener Weise vertauschen. Exakt die

gleiche Uberlegung, angewandt auf (3.3.18), fihrt zu

W,
{1a v wipg(t'-t),35 VoG, ro+(t -t vy, V't q,t))
=1

ftr 2 B

{3.3.27)
fir die letzte Zeile von (3.3.26).

Setzt man nun zur Berechnung von 3G, wieder alle suBer der

1,50/3qi§

q;=0
i-ten Komponente von ¢ gleich Null und differenziert (3.3.27) nach q (nur
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auf diesen Teil von (3.3.26) wirkt ndmlich der Differentialoperator), so
erhdlt man unter Beriicksichtigung von G(x(tl);ﬂytz) = 1 {nach 3.3.19%):

m ¥ 3 ¥ t 13
§w1vj-fdv za(po{t ~t9),3,v ye M(J,rg+(t *tO)VO,V .t ;1,Vl,t}

{3.3.28)
Vertauscht man die hier auftretende Summation iber § noch mit der
Summation in der zweiten Zeile von (3.3.26), dann bleibt fir den von Sto-

Ben herrihrenden Anteil ﬁsc zu M der Ausdruck:

o - T P t ) T
Mo (xg(tyds 1,V,,8) té dt’ a_ (po{t -t ))eF[x (ty)5p (e -t ] x
il

x I lnj{po(t'—to)) fd V"zdigg(t'-tg),j;v'} x
‘}:
x M3, rgt(t' -t dva, v, t'5i,V, 1)
(3.3.29)
wobei noch die Abkiirzung Hj fir die mittlere Anzahl der aus einem Stol

hervorgehenden Teilchen der Spezies } einging, explizit also:

ni(x(t)} = L

v.“p(x{t);vig.‘.,v )
VysVose e,V 3

m
m

{3.3.30)
Die Gleichung fir M 18Bt sich unmittelbar umschreiben in eine Gleichung
filr die mittlere [Dichte n zur 2Zeit t, die sich aus einem

Einteilchenzustand zur Zeit ty aufgebaut hat. Es ist:

M(xg(tg);i,vi,t) = Vlf dr?dv1 n[xO(tO};i’rl’vi’t}

(3.3.3%)
LE58t man auf beiden Seiten der Gleichung fir M die Integration iber Vl

fort, so ergibt sich in etwa kompakterer Form:
nfx,(ty)ix(e)] = Flx (e )ipa(t-ty)]8(p, (t-t ), x(t))
t
+ tof dt' T{x{tg} -+ pg(t’“to}] ®

x fd u' C{po(t’nt + wienfx'{t );x(t)]

0’
(3.3.32)
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mit den Abkiirzungen:
g = (i,v) {wie schon vorher)
x'(t"y = G egHe v, Ve
{3.3.33)
CIx(e) * 1y, Vgl = g (RCED) /oo, (x(£)) my Ge(0))om(x(£)),415v9)
{3.3.34)
Neben dem "Transportkern”™ T (3.3.7) und (3.3.72), durch den der Ubergang
von einem Raumpunkt zum nidchsten vermittelt wird, ist nun der "Stofkern' C
angegeben, der nach Normierung bei festen Orts- und Zeitkoordinaten den
stoBbedingten Ubergang zu anderen Geschwindigkeitskoordinaten und evt.
neuem Speziesindex beschreibt. Wie zundchst T {(in (3.3.7)) ist auch i.a. ¢

noch nicht auf Eins normiert. Der Normierungsfaktor c(x(t)) ist:

c{x(t)) = fd by Clza(e)y ~ &?}
{3.3.35)
und bedeutet physikalisch die mittlere Anzahl von Teilchen, die gus einem

Stofprozel in x(t) hervorgehen.

Falls in einem Raumpunkt P bzw. r,t Teilchenmultiplikation nicht wvor-

kommt, wenn also dort I n, = 1 gilt, dann ergibt sich unmittelbar aus
i
{3.3.34) und (3.3.35):

elx(t)) = a__(x(£))/a,  (x(£)) =0 p_ (x(£))
(3.3.36)

und

p (x{(t)) =1 -p_  (x(1}) =0 (x(£})/a,  (x(1))
(3.3.37)
pa(x(t)) und psc(x(t)) ist die Absorptionswahrscheinlichkeit bzw. die
“berlebenswahrscheinlichkeit™ bei einem StoB in x(t), und i.a. kann also

c(x(t})#psc(x(t)) sein.
In (Kap 3.1.3) hatten wir den Zustand, in den ein Teilchen bei Absorption

itbergeht, durch den Wert m+l des Speziesindex gekennzeichnet. Damit kon-

nen wir © fortsetzen und normieren zu:
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CLx(e) = 4, ¥p) = py(x(£))28y oy *h(vy) + P (x(e)) x

x Clx(e) » iy,vql/e(x(£))

(2.3.38)
(Durch geeignete Wahl von C(m+l,...*...)} ist natirlich zu erreichen, daB
ein absorbierender Zustand nicht mehr verlassen wird; h(v) ist eine be-
liebige VD). ¢ ist die bedingte Dichte, durch die die Uberginge in andere
Zustinde durch StoBSprozesse beschrieben werden. Es sei hier schon er-
wahnt, daB im entwickelten Rechencode zur Berechnung des Neutralgasver-
haltens, nsachdem ein Startzustand xO(tO) festgelegt ist, solange immer
abwechselnd die VBn T und C {genau genommen: £) nach den in Kap. 3.7 be-
schriebenen Verfahren maschinell realisiert werden, bis erstmals ein Zu-

stand {m#+l,...) eintritt. Dann beginnt die nidchste Historie,

Um den Erwartungswert von den noch zu definierenden Schitzfunktionen be-

rechnen zu kinnen, missen noch einige Bemerkungen angefithrt werden.
Ist eine Anfangsverteilungsdichte e, (ia,vo,va) gegeaben, dann ist:
G

g(x{t))y = Jd radig ntafre,ug}m{rg,u@,tg;x(t)}

(3.3.39)
die daraus resultierenden Dichtefunktion, falls in der Zeit von tG bis t
keine Quellen fiir Neutralgas vorhanden sind. Die Transportgleichung fiir
diese Funktion ¢ (die Boltzmanngleichung} in integraler Form erhdlt man
aus (3.3.32), indem man einerseits den Beitrag von eventuell vorhandenen
Quellen noch mit in die Gleichung aufnimmt, andererseits zum adjungierten
Integraloperator Ubergeht. Dieser Ubergang ist ndtig, weil Transportglei-
chungen durch Mittelung aus den "Vorwdrtsgleichungen™ wvon Stochastischen
Prozessen entstehen, wihrend sich sus den in der Regel (wie auch hier)
leichter herzuleitenden  "Rickwdrtsgleichungen” die Tadjungierten
Transportgleichungen’ ergeben (/3.20/,/3.24/,/3.25/). Wenn man (3.3.32)
dber alle moglichen Zustdnde x(t), t fest, integriert, entsteht die
adjungierte IGL wund daraus die dgquivalente TAdjungierte” zur
Bolzmanngleichung in integrodifferentialer Form. Obwochl diese Gleichungen
fir die allgemeine Monte-Carle Theorie eine grofle Bedeutung haben (siehe
auch Kap. 3.5}, wird hier nur die Beltzmanngleichung selbst benutzt, und

diese auch nur in der stark reduzierten Schreibweise:
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P(x) = S(x) + Jax' B(x' > x)e¢(x")
(3.3.40)
Der Kern K ist dabei im wesentlichen das Produkt von & (3.3.34) und T, in-
tegriert wird iiber den ganzen Zustandsraum E (3.1.13). Ausgeschrieben be-
deutet das:

3 ¥ t

Riit, et v et v de,v,e] =00t et v et 2, viseldt e, v et ) x

x ch{t-t'J*a rLv ,t ) e rLV,E) x

o § B
tot(E s ot (1

= T[1, r',\},t‘ + pr,tleEC e e- (-t V)
(3.3.41)
Die &-Distribution und die Sprungfunktion ch(t}):
chi{t) = 1 falls t 2 ¢ und Null sonst
erweitern den Transportkern T in naheliegender Weise so, dall das Integral
Jdt'/d u nun iiber den ganzen Zustandsraum E erstreckt werden kann (nur fir
die durch cbige 6-Distribution und die Funktion ch{t)} ausgezeichneten Zu-

stande war in (2.3.7) dberhaupt der Kern T definiert worden}.

Der Beitrag S(x) zu ¢{x) derjenigen Teilchen, die noch keinen Stofi erfah-

ren haben, setzt sich i.a. zusammen sus:

S{x) = Sinit{X} + SQ(x) s Simel,r,v,t) =0,
{3.3.42)
Sinit ist dabei der von einer Anfangsverteilung bei t=0 herrihrende An-
teil, alse (erste Zeile von (3.3.32) sowie (3.3.39))
Sinit(X} = ntzo(i,P~tV,V)‘F{i,P-tv,V;i,P,v,t}
(3.3.42a)
Ferner sei Q(x) eine Quellenverteilungsdichte, d.h.
Qli,r, v, tidrdv
£3.3.43)

sei die Anzahl der Teilchen der Bpezies i, die pro Zeiteinheit im Phasen-
raumelement drdy um r,v entstehen. Eine ("nach inmen gerichtete")

Oberfldchequelle auf dem Rand § von R kann in der Form
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Q{i,r,v,t) = Qs(i,r,v,t)"ﬁ(s)
£3.3.44)
darin enthalten sein (s ist eine Koordinate senkrecht zur Oberfliche in
r}. Solche Quellterme sind z.B. gegeben durch Strahlungsrekombination
oder die Bildung von "Halo-Neutralen" bei Plasmaheizung durch hochenerge-
tische Neutralteilchenstrahlen {Volumengquellen). Alle Prozesse von
Plasmateilchen an den umgebenden Winden (auch Prallplatten), die zu

Neutralteilchen filhren, stellen Oberflichenquellen dar.

Fiir den "ungestofenen” Beitrag dieser Quellen zur mittleren Dichte ¢ er-
gibt sich mit (3.3.6) also:

SQ(X} = fdx' Q(x")eF(x',x)

{3.3.42b)
wobei zur Vereinfachung der Schreibweise die Funktion F durch Aufnahme von
§-Funktionen (analog zu T in (3.3.41)) so erweitert sei, dabf sie nicht
mehr nur wie in (3.3.6) fiir in Flugrichtung des Zustandes x rickwdrts lie-
gende Zustdnde x' sondern fiir beliebige Paare x' und x definiert ist {also
auch noch die Faktoren 8( v'~ v} und 6i' ; enthdlt).

1

3.3.3 DER ALLGEMEINE MONTE-CARLO-ALGORITHMUS

Die IGL {(3.3.40) ist eine Fredholsche Integralgleichung zweiter Art. Nach
{Kap. 3.1.3) wird ein stochastischer ProzeB durch Angabe einer Startver-
teilungsdichte und siner projektiven Familie endlichdimensionaler Vertei-
lungen festgelegt. Weil die Pfade im Rechner realisiert werden sollen, muB
zusdtzlich noch eine Abbruchwahrscheinlichkeit angegeben werden. Dazu ist
genau das gleiche Vorgehen n&tig, wie bei der Anwendung dieser Verfahren
auf Neutronen- oder Photonentransport, dies ist schon oft beschrieben
worden (z.B. /3.3/, /3.4/, /3.7/} und soll im folgenden kurz zZusammenge -
falt werden. Ausgangspunkt ist also eine Gleichung (siehe (3.3.40) fir

unseren konkreten Anwendungsfall):
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wix) = S(x) + Jdx' K{x'»*x)ye9(x")
{(3.3.43%)
S und K seien dasbei nichtnegative Funktionen, § und ¢ mdgen ferner Ele-
mente aus dem Banachraum L}(E) aller iber den ganzen Zustandsraum E
integrierbaren Funktiomen sein, fir die dieses Integral endlich ist (die

also beschrédnkt sind in der iblichen Norm des L?},

o
Die auf FEins normierte Iphomogenitat 5 {x) wird als Startverteilungs-

dichte gewshlt und o.B.d.A. sei 5" die Inhomogenitdt von (3.3.45}, also:

£,(x) =8 (x) , mit §'=$/S und § = Jdx $(x)

(3.3.46a)
Ferner sei A ein Teil des Zustandsraumes E mit S(x)=0, K(x,*x)=0 fiir
XE E-A, xeA. Falls eine solche Teilmenge A nicht existié;t, kann £ immer
durch die sogenannte "Alexandroff'sche Einpunkt-Kompaktifizierung' erwei-
tert und K und 5 geeignet fortgesetzt werden /3.9/. Anstelle dieser
topologischen Konstruktion hatten wir in Kap. 3.1.3 eine zwar formal stwas
weniger elegante, dafiir aber durch die notwendige VergrdBerung des Zu~
standsraumes auf Grund mehrer Teilchensorten im Modell sehr nahegelsgte
Erweiterung (Speziesindex m+l) gewdhlt, die sich zudem ganz innerhalb des

ohnehin benttigten mathematischen Rahmens formulieren lief.

Die Funktion h{x) wmit h{x)=0 falls x ¢ A sei eine beliebige VD auf A. Durch

Fa/1x17%) = Palxy) *Rlxg) # Py (%) oK Gxy7xy) /e lxy)
{3.3.46b)
sei die bedingte Dichte von X, bel gegebenem Xy definiert. Dabei sei pa(x)

die Abbruchwahrscheinlichkeit, wieder

?SC“—}“‘I\'}&,
sowie
c{x) = Jdx' K(x+x")

(3.3.47)

eine Normierungsfunktion.
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Die Wahrscheinlichkeit p&(x) kann fast beliebig gewdhlt werden; lediglich
ist
1~ p&(x) = psc(x) =0 , falls c(x} =0

zu heachten.

Fir die praktische Simulation des Prozesses aguf einer EDVA ist noch eine
weitere Einschrinkung ndtig, damit die Wahrscheinlichkeit fir das Auftre-
ten unendlich langer Ketten gleich Null wird. Besonders anschaulich wird
der Simulationsvorgang im fur uns interessanten Fall des
Neutralgastransportes, wenn man flr pa(x) die JIonisationswahrschein-
lichkeit bei einem Stof in x bzw. die Absorptionswahrscheinlichkeit bei

einem Wandprozel verwendet,

Mit der Wahrscheinlichkeit p&(x) findet also ein Ubergang in einen absor-
bierenden Zustand stA statt, andernfalls wird durch K ein Ubergang in den
Zustand X E E~A vermittelt. In unserem Anwendungsfall entspricht A nach
dem oben Gesagten der durch den Spsziesindex m+l gekennzeichneten Teil-~
menge, die kimnstlich zum Zustandsraum hinzugenommen wurde, um den

Absorptionsprozell einfacher beschreiben zu kinnen.
Man kann in der Transportgleichung die Integration auf die "echten" Zu-
stinde beschrinken (alsc auf E-4), weil K fir %€ E-A und xzaA den Wert

Null hat {(ebensc der Quellenterm S{x) fiir xgl).

Fiir die endlichdimensionalen Dichten setzen wir nun {wie schon in (3.1.16)

erwdhnt):
k-1
f(x},xz,...,xk) = fl{xl}“?{mz fzfi(xj -+ xj+1)

{3.3.48)
Dal  diese  Dichten durch  Integration eine projektive Familie
endlichdimensionaler VFn bilden, folgt upnmitielbar gus ihrer Definition.
Unter den im Anhang A.0 erliuterten topologischen Voraussetzungen, die
fiir den Anwendungsfall nicht wirklich eine Einschrénkung bedeuten, ist
damit also ein stochastischer Prozefl (insbeszondere ein W-Mal p auf der
Menge aller Ketten ws(xi,xzxqg.)} definiert. (las hier im Unterschied zur
zitierten Literatur angefilhrte topologische Argument erspart sowchl die

aufwendigen und unnitzen expliziten Konstrukticnen der o-Algebren, wie
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auch die rechnerischen Nachweise, daf hinsichtlich dieser ¢-Algebren mit
f1/2 sogenannte ''verallgemeinerte Bairesche Funktionen" (/3.17/, Anhang
und /3.8/) vorliegen).

Sei noch w=(x1,‘,‘,xk,xk+l,..‘) eine Kette und Xy 41 das erste Glied mit

xk+15A {was damit auch filr alle nachfolgenden gilt), dann heilt die durch
k= 1w} = l(xl,...,xk,.,.}
(3.3.49)

definierte Funktion "Lénge der Kette w".

Mit Hilfe der Dichten (3.3.48) lassen sich einzelne Wahrscheinliichkeiten
berechnen, aber auch Schitzfunktionen hinsichtlich des Masses p integrie-
ren. Ist z.B. Ak die Menge aller Ketten der LiEnge k, zlseo p(Ak) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dab eine Kette diese Lidnge hat, dann ergibt sich aus
{(3.3.48):

k-1

ksﬁ(xl)'ﬂ K(xj+x§+1)“pscixj)fc(xj}‘pa{xk)

p(Ak) = fdxl... dx 1
j=1

(3.3.50)
Vergleicht man den in Kapitel 3.3.1 definierten Kaskadenprozefl mit dem
durch (3.3.48) gegebenen, so unterscheldet sich letzterer von diesem zu-
nichst durch die Indexmenge, die nun diskret ist, dartiberhinaus sind die
Historien nun auch nicht mehr verzweigt, was eine ganz wesentliche Er-

leichterung des Simulationsvorganges darstellt.

Es handelt sich um eine homogene Markov'sche Kette mit kontinuierlichem

Zustandsraum.

Der auf diese Weise (iiber die "Vorwdrts-Integralgleichung' als Zwischen-
schritt)} aus dem urspringlichen KaskadenprozeB entstandene Prozel wird
als analoger ProzeB bezeichnet und das auf Realisierung der Pfade dieses
Prozesses beruhende Verfahren als "analoges Monte-Carlo-Verfahren". (Dies
beinhalitet azuch die Verwendung der oben erwdhnten aus dem physikalischen

Modell libernommenen Abbruchwahrscheinlichkeit.)
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Ist $(x) die Losung der IGL (3.3.45), dann liefert das in dieser Arbeit
eingesetzte Monte-Carlo-Verfahren Abschitzungen flir das Funktional I:Eg

mit:

I () = fdx glx)owix)

(3.3.51}
Die Funktion g ist durch die jeweilige zu berechnende Grifie definiert und
nur der Einschrinkung unterworfen, daB die Neumann'sche Reihe der IGL
{(3.3.45) nach Multiplikation mit g und anschlieBender Integration iber E
immer noch konvergiert. Sie kann insb. §-Funktionen enthalten (fir Punkt-
schitzungen oder Schitzungen von Oberflichenintegralen), oder, wenn man
an Profilen interessiert ist, auch charakteristische Funktionen fiir die
einzelnen Zellen, mit denen der Ortsraum in diesem Fall diskretisiert ist,
so dal das Integral dann de facto nur noch iiber die jeweilige Zells er-

streckt ist.

Nach dem in Kapitel 3.1.4 Gesagten muldl zur Schitzung von I eine ZIV X auf

der Menge der Pfade f angegeben werden, mit der Eigenschaft:

I =E(x) = Qfdp X{w)
(3.3.523
E(X} kann nach (3.1.11) auch zunichst nur auf Mengen der Form Ak berechnet
werden, dann erhdlt man E{X) als Erwartungswert dieser geglidtteten ZV, al-

S

E(X) = i ipﬁék)°E(Xfl(w):R)
(3.3.53)

Der folgende Satz garantiert die Erwartungstreue der Schdtzungen unter
funktionanalytischen Voraussetzungen, die in unserem Anwendungsfall al-

lerdings keine Einschrinkung bedeuten (siehe Kapitel 3.3.4).

Satz 3.3.1 Sei X die fiir Ketten well der Linge k wie folgt definiert Zu-

fallsvarisble auf Q:

k i-1
Hluw)y = ?zig(xi) §226(xj)/psccxj}

(3.3.54)
Zweitens sei der durch den Kern der IGL  (3.3.45) definierte
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Integraloperator auf L¥(E) beschrankt und subkritisch. Der mit K bezeich-
nete Operator ordnet also jedem u & L1(E) die Funktion

vix) = fdx'Rix"7x) ulx’) zu, v & LT(E}' Drittens sei die Abbruchwahr~
scheinlichkeit pa(x} so gewsghlt, dall es ein N und ein M gibt mit:

It

I p. (x,)/cix. 3} S HM fur allenz N

i=1

Darn gilt hinsichtlich des durch den stochastischen ProzeB definierten
MaBes p:

E(X) =1
m.a.W. ¥ ist dann eine erwartungstreue Schitzfunktion fir I.

Daf K subkritisch ist, heiflt, daft das Spektrum von K, also die Menge
aller )\, fiir die K-i*I kein beschrinktes Inverses besitzt, innerhalb des
offenen Einheitskreises liegt., Insbesondere ist alsc (K-i)‘l beschrinkt
{f ist der Binheitsoperator}. Die gegen die dann eindeutige Lisung von
(3.3.45) konvergierende Neumann sche Reihe ist gerade die "resolvente

Reihe' .

Die dritte Voraussetzung schlieBt unendlich lange Ketten {(fast sicher)

aus.

Die Behauptung kann man nun wie folgt nachrechnen:
Einsetzen von (3.3.50) und {(3.3.34) in (3.3.53) sowie

ECK] 1 (wymk) = l/p(Ak}°I,..Idx1,..dka(xi,...,xk)‘f{xl.,,xk)

{3.3.56)
{integriert wird iber alle Ketten der Liange k) liefert nach Vertauschen
der beiden Summationen iber k und 1 (dann beide bis Unendlich) und nach
Kirzen der im Zdhler und Nenner gleichermaBen auftretenden Ausdrucke
p(Ak}$ C(Xj) und psc(xj) sowie einigen Umstellungen:
i=1

- &
E{Xy =k f‘h.féx}...dxis {xl}ﬁ

=1 Jle("j+"§+z)'g‘:"‘i>°Ni>k

(3.3.57)
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Dabei ist mit Ni>k die unendliche Reihe gegeben:

Ni>k = paixi) + fdxi+1pa(xi+1)K(xi*xi+l)psﬁ(xi)/c(xi) +
i+l
+ ffdxi+1dxi+2§=iK(xj*xj+l}psc{xj)/c(xj)epa(xi+2} + fAPL L+
(3.3.58)
Fir solche X mit psc(xi)=0 folgt sofort Ni>k=1. Das Gleiche ergibt sich
aber auch im Fall ysc{xijéﬁ, denn den Faktor pschi) kann man dann aus je-
dem Summanden ausklammern, ferner iiberall pa(x) durch impsc{x) ersetzen,

dann erh&lt man:

(xi)+?sc{xi)"ifpsc(xi)eéiif""jdxi+i'"'dxk psc(xk) X
K{x.*xj+l)*psc(x5}f¢(xj}

(3.3.59)
Innerhalb des Grenzwertes steht die Wahrscheinlichkeit, daB eine Kette,
die den Zustand Xy durchliduft, zumindest in den ndchsten bis einschliefi-
lich dem k-ten nicht abbricht (wegen (3.3.50)). Da die Voraussetzungen
zwei und drei unendlich lange Ketten fast sicher ausschlieflen {loc.cit.
und /3.35/), hat der Limes den Wert WNull, also wieder: Ni>k:1'
Dies, in (3.3.57)  eingesetzt, ergibt wegen der Konvergenz der

Neumann ' ' schen Reihe die Behauptung E(X} =1 = fdx g{x)e(x) !

Die somit als "erwartungstreu fiir den Parameter I der Wahrschein-
lichkeitsverteilung p auf der Menge aller Pfade" nachgewiesene
Schatzfunktion X liefert bei jedem StoBereignis X5 i=1,2,...,k einer
Kette der Linge k einen Beitrag zum Ergebnis. Betrachtet man anstatt X die
Funktion Xa:

k-1

X (Rps o osxp ) = g{xk)/p&(xk)§=1 clx)/p  (x4)

{3.3.60)
so verkiurzt sich die obige Argumentation (die Reihe Ni>k tritt gar nicht
erst auf), diese Funktion ist alsc ebenfalls erwartungstreu. Sie liefert
aber, abgesehen von den durch eventuelle Teilchenmuitiplikation {(nach
{3.3.36)) verursachten Xorrekturfaktoren a/psc, nur beim zur Absorption

fihrenden Ereignis X einen Beitrag zur Schitzung.
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3.3.4 ANWENDUNG AUF NEUTRALGASTRANSPORT

Dem c.&a. Algorithmus folgend wurde ein recht allgemeiner
Neutralgastransportcode entwickelt, der aufer am IPP der KFA-TJiilich auch
am Max-Planck-Institut fir Plasmaphysik in Garching (in ejner etwas dl-
teren Version vom Sommer 1981) installiert ist und der spdter auch fir JET
(Culham) eingesetz:t werden soll. Er kann einerseits zur Unterstlitzung der
Diagnostik an Tokamaks, also als Interpretationscode, eingesetzt werden
(/3.26/), andererseits auch im Rahmen des auf die
Plasma-Wandwechselwirkung konzentrierten Programms in Jilich diverse Li-
miter- und Divertortypen in ihrer Auswirkung auf den Neutralgastransport
hin untersuchen (/3.27/,/3.28/). Dabei haben wir uns zu Gunsten groBerer
geometrischer Flexibilitdt auf den =zeitunabhdngigen Fall beschranket.
Nach den drei wvorausgehenden Abschnitten ist diese Beschrinkung nicht
durch den Monte-~Carlo-Algorithmus bedingt. Sie ist vielmehr den physika-
lischen Gegebenheiten angepaBt. Die Relaxationszeit fir die Neutralgas-
komponente ist um GroBenordnungen kleiner als die fir Plasmadnderungen

charakteristische Zeit.

Letztere liegt bei Tokamaksimulationen im msec-Bereich. Ein neutrales
H~Atom hat schon bei einer Energie von 3.5 {eV), mit der es etwa aus einem
Dissoziationsprozel hervorgeht, eine Geschwindigkeit wvon ca. 5'106
(cm/sec), bei einer charakteristischen Abmessung eines Laborplasmas von
132 {em). Zeitabhingige Losungen sind fir stark vereinfachende Modelle in
/3.22/ angegeben und ergeben tatsdchlich durchweg Relaxationszeiten im
10-100 p-sac, -Bereich., Neutrale Molekiile, die mit Wandtemperatur von ca.
0.01 (eV) ins Plasms starten, sind zwar um 2-3 Grofienordnungen langsamer,
werden aber {sieche Kapitel &4.1) wepgen ihrer sehr grofien StoBraten schon

praktisch alle in der Randschicht dissoziiert.

Wegen dieses Umstandes nehmen wir im weiteren an, dal weder die Quellen-
verteilung § noch die Stofparameter und damit der Integralkern K in dex
Transportgleichung eine explizite Zeitabhdngigkeit besitzen, und daB
ferner auch nur eine stationdre Losung ¢(i, ¢,v) der IGL (3.3.40) iber die
Ausdriicke (3.3.51) in die Ergebnisse eingeht. Der in den Ausdricken fir

5(x)y und fir den Transportkern T auftretende Parameter t ist dann eine
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reine Integrationsvariable und kann mit der Substitution s=t®|v| auch

formal beseitigt werden.

Die hierdurch auftretenden Faktoren |v| fassen wir noch mit ¢ zusammen,

also:

(i, r,v) = [v]ep(i, r,v)
{3.3.61)
(Bez.: {Transport-)} Flufl, obwohl ¢ von der Dimension her eigentlich eine
FluBdichte ist.)

Anstelle der "optischen Dicken" a(x) treten nun (gem. Kapitel 3.3.1) die
(makroskopischen)} “Querschnitte” I{i, r,v) = a(i, r,.v)/|v! in den Inte-
gralen im Exponenten der Exponentialfunktionen auf. In den zitierten Ab-
handlungen zur Neutronentransporttheorie wird anstelle des Flusses ¢ als
gesuchte Funktion die durch

L{x) = ¢(x)=L (x)

tot
{3.3.62)
definierte "Stofdichte" verwendet. Dies ist fiir hier interessierende Fra-
gen, wo auch im Falle ztot = 0 (z.B. in den weiten Teilen von
Divertorkammern, in denen kein Plasma vorhanden ist oder in den
Pumpstutzen von Pumplimitern) effektive erwartungstreue Schatzungen er-
halten werden sollen, nicht angebracht. Insgesamt heif3t das: der ent-
wickelte Monte-Carlo-Code liefert Schitzungen fiir GroBen der Form
I = fdx g{x)¥¢$(x), wenn ¢(x) eine Losung der aus dem physikalischen Modell

(dem Kaskadenprozefl) abgeleiteten IGL (3.3.40) ist, die nun lautet:
$(x) = S(x) + Fdx"K(x" = x)*g(x")

S(x) = fdx'Qx"IF(x' =+ x)

it

{3.3.63)
wobei wir flir die Integralkerne die Bezeichnungen trotz der Substitution
s={v|et beibehalten haben, d.h. jetzt:
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Kix'»x) = C( ' u'> wy*E, . ( rLuy /R (e u)e T, ue)

tot

£3.3.64)
Die Kerne F(x'+x) bzw. T(x'+x) = Etot(x)'F(x’*X) mogen dabei zur weiteren
Straffung die in (3.3.41) und (3.3.42b) angefithrten 6~-Funktionen bereits

enthalten.

Der inhomogene Term 5{x) der IGL ist nicht die Verteilungsdichte der Quel-
le selbst, sondern die mit der Funktion F (die der “Green'schen Funktion"
des kinetischen Teiles der linearen Boltzmanngleichung in
integrodifferentialer Form entspricht - 2z.B. /3.25/,/3.7/) Transfor-
mierte. Es ist aber insbesondere aus Grinden der physikalischen Anschau-
lichkeit wund der Transparenz des Computercodes winschenswert, die
tatsdchlich im physikalischen Modell auftretende Quellenverteilung O als
Startverteiliung fiur die Ketten realisieren zu kdnnen.

Alse setzen wir noch:

g{x) = Fdx"Flx' =)y (x")
{3.3.65)
in die IGL (3.3.63) ein, lassen den auf beiden Seiten stehenden Ausdruck

Fdx'F(x'"*x). .. wieder weg und erhalten die IGL:

¥(x) = Q(x) + Jax' T(r’u'™ r)eC(r,u~> u) *x( r’,u’)
(3.3.66)
Diese IGL ist die Basis fir den gem. Kap. 3.3.3 konstruierten und im Rech-

ner nachgebildeten stochastischen Prozef.

Die Losung ¥ stellt physikalisch die pro Zeiteinheit im Zustand x durch
StoBe oder direkt durch die Quelle bewirkte Anderung der Teilchendichte

dar.

Die Funktion g{x) im Integral I = fdx g{x)¢(x) hat durch den Ubergang von
(2.3.63) =zu (3.3.63) eine andere Bedeutung in der erwartungstreuen
Schitzfunktion X {nach {3.3.54) bzw. X& nach (3.3.80)). Es ist ndmlich:

I=Jdx g(x)e(x) = fdx' (" Ydx Flx'"x)sgl{x) = fdx gF(x)x{x)

(3.3.67)

und deshalb ist nun die Schatzfunktion (fur (xl,,.,,xkg.,.}sﬁk)
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k i-1

chnixl”"’xk) = ;m g?€xi)ﬁ_ C(Xj)/psc(xj}
im] j=1
{3.5.68)
mit
“max s
gp(x) = oJ ds g(?+sv/lvf,v,i)exp(mgf ds'ﬁtot{ r+s'v/ v, v, 1))
{bzw. auch Xcon a mit gp anstatt g) eine erwartungstreue Schatzfunktion

fir die GroBe I in (3.3.67).

Die obere Integrationsgrenze Smax bedeutet die Lidnge des Weges, der bis

zum Erreichen des Randes zuriickzulegen ist.

Auf  Grund des in &p auftretenden Wegintegrals liefert diese
Schédtzfunktion (anders als offenbar alle bislang in Neutralgascodes ein-
gesetzte Funktionen) einen Beitrag flir Schitzungen in Gebieten, die in
Flugrichtung des Testteilchens liegen, auch wenn dort wihrend des
Monte-Carlo-Experimentes kein einziges Teilchen hingelangt ist. Anders

ausgedriickt:

Es wird nicht nur iber Ereignisse gemittelt, die wdhrend der Simulation
eintreten, sondern in gewissen Umfang noch dber solche, die hidtten eintre-

ten konnen.

Bevor noch etwas zu den Voraussetzungen im Satz 3.3.1 gesagt wird, sollen
erst noch die beiden weiteren Schitzfunktionen, die im entwickelten Re~
chencode neben Xcon als weitere Optionen erhalten sind, beschrieben wer-

den.

Der aus der IGL {(3.3.66) abgeleitete stochastische Prozef
sel (Q,V,p,(YE,I#I,E...))D

Die Erwartungswertbildung ist mit Summationen vertauschbar, also:

B(X )= E(£ X

con 3 3= F E(X
i=}1

i=l

)

con,i con, i

£{3.3.46%a)
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mit

i~1

Xwnsi{xz, EERE FERRS EE B gF(xi}§F=15(x3)/pSC(xj)
{3.3.69b)
Dabei haben wir uns auf Ketten einer festen Linge k beschrinkt, was wegen

(3.3.53) moglich ist.

Anstelle der 2ZV X und auch X ., ktnnen alle anderen 2V als
con con,i

Schatzfunktion fiur I verwendet werden, die den gleichen Erwartungswert

haben. Die ZV Xcon i héngt nur von den Werten ab, die die ersten i unter
%

den Zufallvariablen Yl aus der Familie von ZV des stochastischen Prozesses

annehmen. In wahrscheinlichkeitstheoretischer 8prache heifit das (XKap.

3.1.1 und 3.1.2): Xan 5 ist messbar hinsichtlich der grobsten
= El
g~Unteralgebra Vi , hinsichtlich der diese Yl,...,Yi auch messbar sind.
Andere ZV Xi erhdlt man nach (3.1.10}, (3.1.11) alsoc insbescndere, indem
man X . weiter glittet, also:
con, i
X, = B(X__ VD), mit v7, v,
i con,i’ 1 i i
{3.3.7CGa)
oder selbst als Gléttung einer ZV Xi auffaBt, dann:
, A
X .= E{X . 19.), mit V, 2OV,
con, i iti i i
(3.3.70b)

(Dag Gleiche gilt natiiriich such cohne den Index i.}

Die Bildung des bedingten Erwartungswertes ist ein Integrationsprozef,
man kann alsc sagen: (3.3.70a) reduziert die statistische Varianz pro
Stoflereignis, man muf aber bei jedem Stof mehr Rechenzeit fir die Auswer-~
tung der Schitzfunktion aufwenden., Bei (3.3.70b} sind die Verhdltnisse

genau umgekehrt.

Das Konzept der bedingten Erwartungswerte ermoglicht es zumindest prinzi-
piell, das Verhdltnis von Statistik zu analyvtischem Vorgehen zugunsten
der einen oder anderen Seite zu verschieben. Im Grenzfall: Gldéttung von
X hinsichtlich der kleinsten o-Algebra {#, @ }, ist aus dem

con
Monte-Carlo-Algorithmus ein analvtisches Verfahren geworden.
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Un in unserem Fall die Integration in X {(1t. {3.3.68)) vermeiden zu

con
kénnen, soll auf Xcon 5 eine Konstruktion des Typs (3.3.70b) (Bez.
"Randomisieren der 2ZV X ", entlehnt einer in der statistische Test-

con, i
theorie in vergleichbarer Situation verwendeten Terminclogie , /3.31/),

durchgefithrt werden.

Dazy setzen wir: Rp sei das Teilvolumen von R, fir das g(x) aichi ver~
schwindet, alsc etwa bei einer Diskretisierung des Ortsraumes diejenige
Zelle, fiir die die ZV Xcon den Wert der Gréfle I schitzen soll. Dann wdhlen

wir als Schiatzfunktion Xi:

L i-1 . .
Xi(xi"“"xisl y = gzlc(xj}/psc(xj)%of dl g( r{+1vi/kvi|,v§,1i)
{(3.3.71)
*
die nun also auBer von x,,...,x, noch von dem Wert 1 einer weiteren ZV L*

&
abhidngt. L scll dabei die in Rp zuriickgelegte Weglidnge messen, wenn vom
Zustand Xy ausgehend nochmal der Transportkern T(xi+xi+l} realisiert
wird. (Skizze 3.4.1)

0

emtmcn

1* sai dabei die maximal mogliche Linge. DalB Xi und X
max
Erwartungswert haben, rechnet man gem. (3.3.70b) nach, indem man Xi hin-

., den gleichen
con, 1 &

sichtlich ?i gldttet, d.h. X mit der bedingten VI von 1* bei gegebenem

Kysoe Xy multipliziert und udber alle mdglichen Werte 1* integriert. Dabei
nehmen wir an, daf Rp in Fiugrichtung V; von riliegt, andernfalls liefern
Xi und Xconsi tibereinstimmend den Beitrag Null. Ferner warde R_ auch nur
einmal von der Flugbahn geschnitten, andernfalls miissen die einzelnen

Beitrdge noch aufsummiert werden.

Meutralgastransport 74




Wir kiirzen ab: Etot{l) =k { r§+1vi/§vii‘vi’ii)’ dann ist:

tot
11 "
{1~axp€~01 Xtot{l)dl}}°6{1 ),
%
fitr 1 =0
* 11 " 11+1*
(1 ixi) = exp(-gf Etotil}dl}'itot€ll+l )‘exp(~11f Etot{I)dl}
\ fiir 0<17<1”
MaX
51 * 1,
exp(~gf Ztgt(ij dlye6(1 »Imax)“exp(*E ! Etot(ijdl)
1
x %
fur 1 =1
max
(3.3.72)
*
die nur von X abhangende bedingte Dichte von 1 . 11 ist dabei der Skizze

*
3.4.1 zu entnehmen, und 1.=1 +1 .
2 71 “max

Das Produkt von f(lﬁlxi) und Xi {(aus (3.3.71)), integriert iber 1* von

: * ) . . . .
Null bis lmax {partielle Integration), ergibt genau Xcon,i und damit die

Erwartungstreue der mit X, definierten "Wegldngenschitzfunktion™. Fihrt
*
man namlich die Integration aus, dann liefert der erste Term in £(1 ixi}

* fe
(1 =0) keinen Beitrag wegen Xi(xl,...,xi,0)=0. Er steht in f(lgixi) ZUur
Berticksichtigung des Falles, daf schon vor Erreichen von Rp ein Stof
stattfindet. Der zwveite Term (8tof in Rp} macht die partielle Integration

notig, er liefert zum Integral den Beitrag:

1 1 1

1 2

ope (DAL [{1exp oyl Z5, (Hal))ey/ “g(Dal -

i, 1,+17 R
8(1}{1"exp(*1§ Etot(l 3d1')d11]

11 12 1
Xtot(l)dl) {-exp(*lé Etotii)dl)‘lé
1 1,417

2 1 .
1§ g(l)“exp(—llf E . (17)d1")dl1]

Il = exp(~01

I
15

2

+

(3.3.73)
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?
Der dritte Term in f{lifxi) {Durchfliegen von Rp chne S5tof3) ergibt im In-
tegral den Beitrag:

1
I, = exp(-y/ }"Etat(i)dl}*exp(-»i{lzﬁt(}t(l)dl}'iizzg(i}dl
{3.3.74)
Dabei wurde fiir die Argumente in der Funktion g die gleiche Abkiirzung ver-
wendet wie schon vorher in Etot' Insgesamt ist
11+Izmxcan,i’ was nachzurechnen war.

. R
Andert man Xi S0 Zu Xi c ab, daf im Fall 1 zléax auch noch der Wert Null
angenommen wird, und dafl ferner sonst anstelle des Linienintegrals der
Wert g(?i‘i’ui)[ztot(ri*i’ui) tritt (also r§+}skp), dann entfdllt die par-
tielle Integration, und es ist 1220. Ohne Rechnung ergibt sich so die Er-
wartungstreune auch dieser Schitzfunktion X, {Bez.:

i,e
"Stofschitzfunktion").

Einige Spezialfdlle der Schitzfunktionen Xi und Xi c werden in den ver-
L]
schiedenen Neutralgas-Transportcodes in der Fusionsforschung bereits ver-

wendet .

Ist namlich g konstant in Rp, dann reduziert sich {(3.3.71) zu:

L i-1
Xi,l(xl"““’xi’l Y = I

o
jmlc(xj}/psc(xj)“g(ui) 1

(3.3.75)
*
wobei wieder 1 die in Rp zuriickgelegte Weglédnge auf dem Flug von F, nach

£
Fieq ist.

S01} nun z.B. die mittlere Dichte np von Neutralteilchen in Rp geschitzt

werden, so ist also wegen (3.3.67)

glr,v,i) = g{lv}) = i/iVE‘Q/VR “chR {(r)
P p
{3.3.68)

zu setzen. § ist nach {3.3.45) die Quellstdrke (1/sec) und mit VR sei das

p
Voelumen des Kaumelementes Rp bazeichnet.

Entsprechend ergeben sich auch andere Momente des Flusses ¢(r,v,i). Soll

nur die Dichte einer Spezies iQ geschidtzt werden, dann muf g auller der
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charakteristischen Funktion chg (ry fir die Zelle Rp auch noch ein

Kroneckersymbol 5i i fiir den Speziesindex enthalten.
0!
in /0.8/ und /f0.7/ wird dieses Verfahren ebenfalls angewendet. [ie
kinetische Neutralgastemperatur wird als Quotient von kinetischem Druck
und Teilchendichte erhalten, unter Vernachldssigung des durch
Teilchendriften bewirkten Anteils. {(g(lvi,i)=lv|em/3Q/V_, *ch, () fir
P p

den Druck, m=Teilchenmasse)

Ebenfalls durch Mittelung iiber die Teilchendichte 18Bt sich z.B3. die
Diffusionsgeschwindigkeit oder der in Kapitel 3.1.4 sangegebene

Variabilitdtskoeffizient fir die Teilchendichte schidtzen.

Der HNormierungsfaktor Q/VR ‘chR {(r} sei N, ferner sei Ek(x} der
P P

makroskopische Querschnitt ?ﬁr einen StoBprozel k. Hit g(x)=N*£k(x)
konvergiert das Verfahren dann gegen die StofBdichte fir diesen Prozefl

1). Auf diese Weise erhilt man erwartungstreue Schétzungen der

(cmus’secn
in die Transportgleichungen fiir das Plasma eingehenden (Quellterme. Ist
AE(x) der bei solch einem StoB erlittene Energisverlust {-oder CGewinn},

dann konvergiert das Verfahren mit g{z) = N‘Ek(x}'ﬂﬁ(x} gegen den entspre-

chenden Quellterm fiir die Energiebilanzgleichung {(2.B. in Watt/cm3).

In den auf Divertorverhdltnisse zugeschnittenen Codes /6.8/ und /3.38/

«/3.40/ wird eine Modifikation der Schatzfunktion Xi c verwendet {siehe

»

Anhang B). Diese hauptsdchlich in der Neutronentransporttheorie verwen-

deten Verfahren sind nur fir den Fall Etot # 0 einsetzbar. Die in der Li-

teratur im Hinblick auf dieses Anwendungsgebiet gegebenen Beweise der
Erwartungstreue von Schitzfunktionen benutzen diese Voraussetzung
{(/3.4/,3.7/,/3.33/ bis /3.37/) (sowie die Ortsunabhingigkeit von g und

Etot in Rp). Zum Beispiel wird in /3.4/ und /3.34/ die Erwartungstreue von

i1

durch einen Grenzibergang
lim Etﬁt/zéﬁxi}

Lo

&

o

gus derjenigen von‘xi c abgeleitet.
Ansonsten wird der Fluf ¢ durch 1!£tot
der IGL fir die StoBfdichte {(3.3.62}, die in diesen Arbeiten zu Grunde ge-

7 aingefihrt, und § ist die Losung
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legt ist. Dann wird gezeigt, daf Xi,c mit g=1j£t®t das Gleiche ergibt wie
Xi,l mit g=1. Um in den plasmafreien Gebieten innerhalb des Gefdsses die-
se Schatzfunktionen einsetzen zu konnen, mubten die Autoren des in /0.8/
beschriebenen Codes ein "Pseudoplasma" einfilhren, in dem “kiinstliche

StoBprozesse’ ablaufen.

Dieser Zugang ist zwar korrekt, aber es werden durch das "Auswiirfeln der
Stofsorte mit dem Pseudoplasma” zusdtzliche statistische Fehler in das
Verfahren eingebracht. Wir haben hier deshalb nicht Xi aus Xi c abgelei-

3

tet, sondern sowchl X, als auch X, durch Randomisieren von X . erhal~
i i,c con,i

ten und nur filr X, = die Voraussetzung Etot#Q bendtigt. Die Schitzfunktion

Xi ist besonders adaquat im Gebieten mit grofler freier Weglinge, umgekehrt

hat X, in Gebieten grofer StoBfreguenz statistische Vorteile, heide po-
i,e

sitive Eigenschaften werden von Xcon ; 2u Lasten der Einfachheit bei der
1

Auswertung vereinigt,

Mit zwei Bemerkungen soll dieser Unterabschnitt abgeschlossen werden:

3.3.4.1 Interpretation der IGL {3.3.88)

Bedingt durch die Transformation der IGL fir den Flufdl ¢ (3.3.63}) auf eine
IGL fur die GroBe % (3.3.66) hatte die Funktion g eine andere Bedeutung
erhalten (3.3.68), an dem Vorgehen zur Berechnung der Ketten #ndert sich
aber nichts: Realisieren von @, dann T,C,T,... bis Absorption eintritt.
Die in der Schitzfunktion X oder Xa (3.3.54) bzw. {3.3.60) auftretenden
Funktionen c, Pge und Py hatten vor der Transformation die physikalische
Bedeutung: mittlere Teilchenzahl nach einem Stofl, Uberlebenswahrschein-
lichkeit wund Absorptionswahrscheinlichhkeit. Weil T auf Eins normiert
war, sind sie ausschlieBlich aus den Bestimmungsstiicken von C

sc:zscfztat’ pa:za/ztot und ¢ gemdB (3.3.353. Ihr

Argument ist der Zustand jeweils vor Realisierung des Stoflkernes C.

berechenbar, namlich p

Nach der Transformation mit der Green'schen Funktion aber hat sich die
Reihenfolge der Kerne C und T im Kern der IGL gedndert. Deshalb ist das
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Argument dieser Funktionen nun der Zustand vor Ausfuhrung des Transport-
kernes T, und sie sind ihrer Bedeutung nach jetzt Mittelungen der ur-
springlichen GrdBen 1ldngs der durch die Geschwindigkeitskomponente
ausgezeichneten Flugbahn bis zum Gefdfrand (also analog zu Bps das so ans
g hervorging (3.3.68)). Es dndert sich aber nichts an der Korrektheit des
Verfahrens, wenn man an Stelle dieser Linienintegrale wieder die ur-
springlichen Funktionen, ausgewertet mit dem Argument (ri¢¥gvi,ii) des
ndchsten Stoflpunkies, verwendet. Auch dann kiirzen sich namlich die Fak-
toren cfpsc in der Rechnung in Kap. 3.3.3 heraus, ebenfalls ist der Wert
VoIt Ni>k wieder Eins (wegen der Normierung von T auf Eins hinsichtlich des

zweiten Arguments).

3.3.4.2 Physikalische Interpretation der Konvergenzvoraussetzungen

Die im Satz 3.3.1 gemachten Voraussetzungen bedeuten fir den hier vorgese-

henen Anwendungsfall keine wirkliche Einschrankung.

Zunidchst sind die Funktionen g hier hochstens dann nicht beschridnkt, wenn
sie §-Distributionen enthalten, um etwa fir Schatzungen von Teilchen-
oder Energiefliissen auf eine Wand die VYolumenintegration im Ortsraum in
I=ldx g(x)¢(x) formal auf ein Oberflichenintegral 2zu reduvzieren. Dies

dndert nichts an der Gultigkeit des Satzes.
Die Beschrankheit des Integraloperators folgt z.B. aus

sup fdx' K{x*x') = sup c(x}) =¥ ,
xek xeE

also aus der Tatsache, dafl die mittlere Teilchenzahl der aus einem Stofler-
eignis hervorgehenden 8Sekunddrteilchen bei unserem aus einem physika-

lischen Modell abgeleiteten Prozef immer endlich ist.

K subkritisch bedeutet fiir den zugrundeliegenden physikalischen Proze(

geniigend starke Absorptionsmechanismen.
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Im Fall der Anwendung auf Neutralgastransport sind aber auf Grund der
starken Verlustmechanismen (lonisation und Wandprozesse) die auftretenden
Zufallswege meist so kurz, dab man zus statistischen Grinden sogar in den
Neutralgascodes die Lebensdauer der Testteilchen kilnstlich erhSht und
diese "Schiefe in der Schitzung” durch Anpassung der Schitzfunktion (Ein-
filhrung statistischer Gewichte) wieder korregieren mufl, Solche Mog-

lichkeiten sollen im nachfolgenden Abschrnitt beschrieben werden.

Die dritte Vorausetzung ist im analogen Monte-Carlo-Verfahren immer er-
fiillt, wegen pSC(x) % e{x). WHhIt man aber die Abbruchwahrscheinlichkeit
anders als durch das physikalische Modell bestimmt, =2z.B. nach ocko~
nomischen Gesichtspunkten, so gilt diese Ungleichung nicht mehr auto-
matisch.

Fiir p(a_) = 0 ist dann diese schon in Kapitel 3.3.3 erwdhnte zusdtzliche

Voraussetzung hinreichend.

3.4 NICHTANALOGE MONTE-CARLO-VERFAHREN

Bisher ist erliutert worden, wie man durch Auswahl einer geeigneten
Schidtzfunktion den statistischen Fehler eines Monte-Carlo-Codes glnstig
beeinflussen kann. Nun scll noch gezeigt werden, wie dies such durch Uber-
gang zu einem anderen als dem analogen Prozefl, dessen Pfade dann reali-
siert werden, miglich ist. Dabei wird zundchst kurz der allgemsine
theoretische Hintergrund zitiert, der der gleiche ist wie auch bei Anwen-
dungen in der HNeutronentransporttheorie. Dann werden im ndchsten Ab-
schnitt die im hier beschriebenen Rechencode in dieser Hinsicht

verfiigharen Optionen beschrieben.

Der in Kapitel 3.3 konstruierte siochastische Prozefl ist in dem Sinne
analog, daB die im physikalischen Modell (dem Kaskadenprozef wvon Kap.
3.3.1) angenommenen Start-, Ubergangs- und Abbruchwzhrscheinlichkeiten
tiber die Kerne € und T sowie tber die Verteilungsdichte § und die Funktio-
nen p_ ., Pg und ¢ auch im mathematischen Modell verwendet werden, um das

W-~Mal p auf der Menge der Trajektorien zu erhalten. Irgendeine andere
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s o
Startverteilungsdichte ¢ , ein anderer Kern K und andere Funktionen

%
Psc
auf der Menge der Pfade zur Folgs.

* *
» Py und ¢ hidtten auch eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung p

Der Erwartungswert, gegen den das Verfahren konvergiert, ist bei Verwen-
dung einer Schitzfunktion X das Integral I=fdp X. Unter gewissen Voraus-
setzungen besitzt nun p eine sogenannte  Radon-Nikodym'sche Dichte”
dp/dpw hinsichtlich p*, sodall gilt:

I=Jdap X =J/dp" (dp/dp )*X = fdp" X, mit X = Xe(dp/dp )
{3.4.13
Bei Verwendung dieser transformierten Schatzfunktion Xh‘ir erhdlt man elso
auch mit dem anderen Preozel gensu die gleichen Resultate. In /3.35/,
/3.37/, /3.42/ und zusammengefalt in /3.3/, /3.4/ und /3.10/ sind solche

Fragen untersucht, und es ergibt sich der folgende allgemeine

Satz 3.4.1 (Satz 2 in /3.35/)

Es seien wie oben @, K, . und ¢ die Bestimmungsstiicke des anslogen
Poer Pa b4 4

* *
Prozesses, ferner seien Q , K

s pzcg pz und c* Funktionen, die auf die
gleiche Weise einen zweiten “nichtanalogen” ProzeB definieren, mit den
zusdtzlichen Bedingungen:

Q) = 0= Qx) =0

x*(xi - xz)/c*(xl} = 0 => K(x; * x,)/c(x,) = 0
pa(x) =0 =>p_(x) =0

&
Peo () =0=>p  (x) =0

(3.4.2)
Wenn dann die fir Ketten jeder Linge k definierte Funktion
% k-1 *
Wixy,.ex ) = Q% 3/Q (200 i,EﬂlK(xijﬂ)/K {xj‘*x}_{_l) X
* f %
x P (x)/p (x0T (x)/elxy) p (x)/p, (%)
(3.4.3)

{fast =sicher) beschrinki ist, existiert die Radon-Nikodym'sche Dichte
&

dp/dp und W ist eine der (nur fast eindeutig bestimmten) Versionen dieser

Dichte.

Erfiillt auBerdem der nichtanaloge ProzeB die gleichen zur Komvergenz né-

%
ticen Kriterien (Konvergenz der Neumann'schen Reihe, p (A ) = 0}, wie sie
b4 g -
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fiir dern analogen ProzeB im Satz 3.3.1 im Kapitel 3.3.3 gefordert waren,
dann ist nach {3.4.31) mit X* eine erwartungstreue Schiatzfunktion fir den
Parameter I des nichtanalogen Prozesses gegeben. (Nur in dieser etwas un-
prézisen Form werden in der Praxis bei Entwicklung eines Neutralgascodes
die =zur Konvergenz notwendigen VYoraussetzungen beruckszchtlgt Erhoht

man namlich zum Beispiel die Uberlebenswahrscheinlichkeit p aoder die

mittlere aus einem StoB hervorgehende Teilchenzahl c,‘r stark idber die ana-
logen Werte Pee und ¢, dann sorgt man gleichzeitig durch Erhohung der Ab-
bruchwahrscheinlichkeit Py in anderen Gebieten des Zustandsraumes fur
ausreichend starke Absorpticnsmechanismen. Die fir die Kernreaktorphysik
wichtigen genguen Formulierungen der subkritisches Verhalten auch des
nichtanalogen Systems garantierenden Bedingungen sind der oben zitierten

Literatur zu entnehmen.

Daf X erwartungstren fir I ist, kann man exakt genauso wie beim Beweis
von Satz 3.3.1 nachrechnen. Die Funktion W ist namlich gerade so defi-

niert, dafl sich alle Terme des nichtanalogen Prozesses im Produkt von

Schadtzfunktion X* und nichtanaloger Verteilungsdichte f*{xl,...,xk} genau
herauskiirzen, sodafl man sofort (3.3.57) erhdlt (Satz 3.6 und Satz 3.7 in
/3.4/). Die Funktion W bedeutet anschaulich die Gewichtskorrektur
£ /f* die immer dann angebracht werden mul, wenn irgend-

analog’ nichtanalog’
wo wahrend des Simulationsvorganges anstatt einer analogen, aus dem phy-

sikalischen Modell abgeleiteten Verteilungsdichte f eine aus

analog

praktischen und Skonomischen Grinden andere Dichte f reali-

nichtanalog
siert wurde.

Adus praktischen Griinden benutzen wir allerdings im Rechencode nicht die
r
Schidtzfunktion ¥ , sondern eine sbenfalls erwartungstreue leicht sbgewan-

delte.

Dazu sei Wk i(xz,..h,xk) der Teil von W{xi,...,xk} aus (3.4.3), der nur
von den ersten i Punkten einer Kette der Linge k abhingende Faktoren ent-

h#lt, im Falle ik dariberhinaus such nicht den Faktor pa(xk}/pZ(xk}.

Ferner sei Y eine der Schitzfunktionen Xcon’ X, XC aus Kapitel 3.3.4 mit Y

= ?Yi . Yi gleich XCOn,irﬁ Xi oder Xc,i’ dann gilt:
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K
Satz 3.4.2 Die Schitzfunktion Y = I W Y, hat hinsichtlich des

i=1 K04
nichtanalogen Masses p“ den gleichen Erwartungswert wie Y hinsichtlich
des analogen Masses p. (k ist die Linge der Kette, die das Argument der

Schatzfunktion ist.)

Der einzige Unterschied beim Beweis gegeniber dem fir die Exrwartungstreue
VOn Xﬁ ist die Tatsache, dal sich beim Einsetzen von Y* und der nichtana-
logen Verteilungsdichte fw in 3.3.56 nicht scfort die Gleichung (3.3.57)
ergibt, sondern eine entsprechende Gieig&ung, in der lediglich anstatt

der unendlichen Reihe N, nun die Reihe N auftritt, in der alle Funk-

ik i*k
tionen durch die entsprechenden nichtanalogen ersetzt sind. Auch der Wert
W
von N, ist Eins, wenn, was vorausgesetizt war, auch der nichtanaloge
i>k
Prozell subkritisch ist. Dies bedeutet die behauptete Gleichheit der Er-

wartungswerte.

¥ &
Die SchEtzfunktion ¥ ist deshalb glnstiger, weil sie im Unterschied zu X
gleichzeitig mit der Berechnung der Historien ausgewertet werden kann,

die Ketten mussen also nicht erst abgespeichert werden.

3.5 SPEZIELLE NICHTANALOGE VERTEILUNGEN

Nach dem im vorigen Abschnitt Gesagten mufl eine Verteilung im Rechencode
nicht schon deshalb realisiert werden, weil sie im physikalischen Modell
auftritt. Allerdings sollte aber die an deren Stelle verwendete nichtana-
loge Verteilung der urspringlichen moglichst ahnlich sein, um zu grofie
Schwankungen in den statistischen Gewichten W(xz,...,xk} zu vermeiden.
Dal andererseits die tatsdchlich verwendeten Dichten wbglichst einfach
realisierbar sein sollen, ist oft eine gegenlaufige Forderung, zwischen

beiden mufl dann ein Kompromifl gefunden werden.
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3.5.1 ABBRUCHWAHRSCHEINLICHKEIT

In den meisten Neutralgascodes (/0.5/ bis /0.8/) wird bei einem wihrend
der Berechnung einer Trajektorie auftretenden Absorptionsereignis
(lenisation oder WandprozeB) nur das statistische Gewicht des Teilchens

Lol §

um den Faktor Lscfitot erniedrigt, so lange, bis das Gewicht kleiner als

eine Konstante Wmin geworden ist. {meist wmin = 10—5 odey 19“6), um so
die Lebensdauer des Testteilchens zu erhShen. Es sei erwdhnt, dafl hier-
durch die wichtigste Eigenschaft das Ausgangsprozesses, der
Markov~Charakter, schon verloren ist. Es ist ndmlich eine nichtanaloge
Abbruchwahrscheinlichkeit pZ(xl,...,xi) anstatt pa(xi) eingesetzt worden
(entsprechend auch eine nichtanaloge Uberlebenswahrscheinlichkeit
pzc=lmpz), die auler von Xi auch von den in der Vergangenheit des

Teilchens liegenden Zustdnden Xys---,X; ¢ abhdngt. Auch filir diesen Fall
bleibt der Satz 3.4.1 ohne Anderung des Beweises richtig, sogar die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten des nichtanalogen Prozesses diirfen von mehrern
zuriickliegenden Ereignissen abhidngen die nichtanalogen
endlichdimensionalen Dichten sind dann gemdfB (3.1.14) anstatt {3.3.48) zu

berechnen. Explizit wird also in den Codes verwendet:

1

Pee(x,)/E (xy) > W

mirn

iu
O falls ?: tot

1
+*
pa(xi’XZ’ e sxi) =

za(xi)/ztot{xi) SOnst

Diese speziellen nichtanalogen Abbruchwahrscheinlichkeiten sind aller-
dings durch den Satz 3.4.1 nicht erfaBt, da die Voraussetzung (3.4.2) ver-
letzt ist, also die Dichte dy/dp* nicht unbedingt existiert. Ob trotzdem
korrekte Ergebnisse erhalten werden, hidngt deshalb von der speziellen
Form der Schatzfunktion X ab und wmuf im Einzelfall untersucht werden. Im
hier beschriebenen Code ist dies der Fall, denn die Schitzfunktionen

.y X, und X,
con, i i i,c

enthalten die Funktion Py nicht. Der Korrekturfaktor
# #

pa/p& tritt nmur beim letzten Stoflereignis auf. Dort ist aber pa#O§ und

er kann gegen die in der endlichdimensionalen Verteilungsdichte

* %

£ o(ay,... 2.} gemdB (3.3.50) auftretende Funktion p_ (x.,...,%. ) gekirzt
1 K’ & a1 S

werden.
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" %
Die nichtanalogen Uberlebenswahrscheinlichkeiten Pee k&nnen nicht Nell

%
werden, weil dann paﬂl gelten wiirde. Dieses Ereignis widre alsc das
letzte einer Kette, und an solchen Ereignissen werden bei obigen

o
Schitzfunktionen die Funktionen Pee nicht ausgewertet. Deshalb kiirzen

%
sich auch alle Faktoren Pee wieder heraus.

Um durch die nichtanaloge Abbruchwahrscheinlich in Form der Faktoren
p:c/psc eingebrachte starke Schwankungen in der Korrekturfunktion
W{xls,,.,xk) etwas zu démpfen, verwenden wir im Rechencode anstatt einer
Konstanten im Falle von 2- oder 3- dimensionalen Rechungen eine ortsabhédn-~

gige Funktion W {ry, die vor Beginn der Rechnung explizit gesetzt werden

min
kann, und zwar am Sinnvollsten fallend mit zunehmendem poloidalen

und/oder torcidalen Abstand von der Quelle fiir Neutralteilchen.

3.5.2 DER STOBKERN C

Die in Kapitel 3.3.4 definierten Schatzfunktionen szcon I X:Xi oder
5
X=Xi - enthalten keine Information iber die Art der Stofereignisse in den
¥

Punkten x Ca Ky (sofern sich diese aus dem Speziesindex oder den Ge-

10
schwindigkeitskomponenten im nachfolgenden Ereignis nicht eindeutig ruck-
schliessen lassen). In (3.3.8) hatten wir einen Index s fiir die Art des
Prozesses (lonisation, Umladung, Dissoziation, WandprozeB, usw) einge-
fithrt. Durch die Werte Es/Etot

geben, mit der bei Realisierung des Stofkernes C zundchst festgelegt wird,

ist dann die diskrete Verteilung ps(x) ge-
welcher Art s der StoBprozeB ist. Dies fihrt auf die Zerlegung

Clxyrx,) = i P (x,)0C, (xyvxy)
(3.5.1)

des StoBkerns, in die formal auch ein Summand pa°C& fiir Absorption (siehe

Gleichung (3.3.28)) aufgenommen werden Rann.
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Ferner ist durch

ng (x35) = 03 (x)/En§(x)

’ (3.5.2)
die ebenfalls diskrete (bedingte) Verteilung fiir den Speziesindex i des
neuen Teilchens gegeben. ni pedeutet dabei gemidl (3.3.8) und (3.3.30) die
mittiere Anzahl der Teilchen der Spezies i, die aus einem StoSereignis der

Art s hervorgehen.

Sind so die Indices s und i festgelegt, kann als ndchstes mit der Dichte
Ws(x,i;V) der neue Geschwindigkeitsvektor W bestimmt werden {sieche
{3.3.11) und (3.3.34)}. Der normierte Kern € ist alsc zerlegt in:

ClprvyTig V) = Ip (v te G ry i o (g Ve d55v))
(3.5.33
Wird nur einer der Faktoren eines Summanden durch einen nichtanalogen er-
setzt, dann mul auvch nur fur diesen Teil in der Funktion W von (3.4.3)
eine Gewichtskorrektur angebracht werden. Durch Verdnderungen in der Ver-
teilung ns(x;i) kann zum Beispiel eine mehr interessierende (oder eine fiir
eine gute Statistik zu selten auftretends) Spezies zu Lasten einer anderen

bevorzugt werden.

Ein weiteres Beispiel ist die Erfassung von Anisotropieeffekien bei Umla-
dungsstéBen durch eine nichtanaloge Dichte w:, indem man in solch einem
Fall die neve Geschwindigkeit des Teilchens aus einer Maxwellverteilung
mit der Jonentemperatur am Stolort sammelt und Abweichungen hiervon ana-
lytisch in der Funktion W ven (3.4.3), alsc durch Gewichtskorrektur er-
fafit,

3.5.3 DER TRANPORTKERN T
Der Ubergang zu einem nichtanalogen Transportkern T ist immer dann ndtig,

wenn Testteilchen in Teile des GefdBes gebracht werden sollen, in die sie
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andernfalls nur zu selten kdmen, um ausreichende statistische Genauigkeit
zu garantieren. Die im Rechencode eingesetzten Verfahren sind denen in
Neutronencodes analog, und es sind leichte Verallgemeinerungen der auch
in den Neutralgascodes /0.53/, /0.6/ und /0.8/ verwendeten "Splitting- und
Russisch-Roulette' -Strategie. Die "Splitting-Technik” bedeutet anschau-
lich, daB ein Testteilchen die Chance hat, sich in mehrere unabhdngige
Teilchen aufzuspalten, ohne daB solch ein ProzeB im physikalischen Modell
enthalten wire. Dem wird wieder durch Faktoren in der Korrekturfunktion W
Rechnung getragen. Es gibt ausfiihrliche Untersuchungen dariiber, wann und
we solche kiinstlichen Spaltungsprozesse ginstig einsetzbar sind, und wie
stark sie sein sollten (/3.37/, /3.44/, /3.45/ und /3.46/). In den oben
erwdhnten Neutralgascodes sind ibereinstimmend einige ineinanderliegende
Torusfldchen (genauer: Zylinderfliidchen, wegen der Zylinderapproximation
des Torus in diesen Codes) als sogenannte "S8plitting-Flichen" asusgezeich-
net, die, wenn sie von einem nach innen (also in Richtung auf die magne-
tische Achse) fliegenden Teilchen getroffen werden, socliche
Spaltungsprozesse ausldsen. Um den poloidalen und toroidalen Abfalldngen
der Neutralgasprofile bei nicht gleichmidflig iber eine Torusflache ver-
teilter Quellen besser Rechnung tragen zu kinnen, besteht im hier be-
schriebenen Code die MSglichkeit, die Stdrke dieser Spaltungsprozesse
nicht nur von einey vadialen, sondern auch von einer poloidalen und

toroidalen Koordinate abhidngig festzulegen.

Die "Russisch-Roulette'-Technik beruht auf einer speziellen nichtanalogen
Abbruchwahrscheinlichkeit {Kap. 3.5.1) und wird verwendet, um die schon
in Kap. 3.4 erwdhnten susreichend starken nichtanalogen
Absorptionsmechanismen sicherzustellen, die ja nun noch mit den kimst-
lichen Spaltungsprozessen konkurieren wmiissen. Die liber die analogen Werte
hinavs erhohten Abbruchwahrscheinlichkeiten treffen dabei solche
Teilchen, die sich in Richtung auf ein statistisch giinstiges Gebiet des

Gefifles zubewegen, also etwa auf eine Quelle zu.

%

Wie im Einzelfall dieser nichtanaloge Kern T zu definieren ist, kann aus
den vom Rechencode selbst erstellten und im ndchsten Kapitel gezeigten
2-dimensicnalen Grafiken des Variabilitdtskoeffizienten abgelesen werden

und richtet sich auch danach, fir welche Gebiete man sich (zu Lasten an-
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derer) eine besonders groBe Genauigkeit der Ergebnisse whnscht. Einige

diesbeziigliche technische Details sind im Anhang B angefiihrt.

Theoretische Moglichkeiten in der Bestimmung optimaler nichtanaloger
Dichten liegen in der Benutzung der in Kapitel 3.3.2 erwshnten
adjungierten Transportgleichung (/3.37/, /3.43/). Im theoretischen
Grenzfall, wenn die exakte Losung der adjungierten Gleichung bekannt ist,
kann ein Monte-Carlo-Algorithmus angegeben werden, bei dem man nur ein
einziges 'Testteilchen” bendtigt, um einen statistischen Fehler gleich

Null zu erzielen.

3.6 DER GEOMETRISCHE BLOCK

Das Rechenprogramm, mit dem die Simulationen durchgefithrt wurden, ist den
Uberlegungen der vorangehenden Abschnitte entsprechend strukturiert. Es
besteht asus (mit unterschiedlich starkem Arbeitsaufwand) auswechselbaren
Biocken (''Subroutinen”), deren wichtigste ein Block fiir die Realisierung
der Quellenverteilungsdichte (sehr leicht austauschbar), je ein Block fiir
die Kerne T und C {(mittlerer Aufwand, einige Tage)} und ein Block zur Aus-
wertung der Schétzfunktion (praktisch sofort Ubergang zu anderen Funktio-
nen g{x) im Ausdruck (3.3.51) mdglich) sind. Ferner ist auch ein recht
allgemeiner, aber nur schwer austauschbarer, geometrischer Block vorhan-
den. Die geometrische Gestalt des GefdBes sowie die Geometrie des Plasmas
sind fur verschiedene Divertor- und Limitertypen (siehe Kapitel 1) recht
unterschiedlich. Wshrend z.B. bei Poloidalfelddivertoren oder toroidalen
Limitern die toroidale ZKoordinate auf Grund der dann vorliegenden
Symmetrieverhdltnisse unwichtig ist, und die Ergebnisse in einem
poloidalen Querschnitt gut aufgeldst sein missen, ist bei poloidalen Li-
mitern in Zylinderapproximation zusdtzlich zur radialen auch hinsichtlich
der in Richtung der Zylinderachse liegenden Koordinate aufzul@sen. Bei
Tori mit kleinen toroidalen Krimmungsradien (klein gegen eine durch die
mittlere freie Weglédnge fiir das Neutralgas bestimmte Linge) sind zusstz-

lich toroidale Effekte zu beriicksichtigen. Der in diesem Abschnitt be-
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schriebene geometrische Block ist diesen Anforderungen entsprechend

entwickelt worden.

3.6.17 ALLGEMEINE GESTALT DES BLOCKES

Folgendes mul von dem Block geleistet werden:
Der interessierende 3-dimensionale Bereich mufl mit einem Netz £ von Fld-
chen Si’ i=1,2,...,n diskretisiert werden. Jede dieser Fléahen45i sei de-

finiert durch Ai Gleichungen:

f)\i (x,v,2} =0 = 1,04

i
(3.6.1a)
und eventuell fiir jedes % noch T Ungleichungen
g}\ln (ng,z) - O Tf = E,.‘.jﬂk
(3.6.1b)

Um dann mit siner WeglBngenschitzfunktion arbeiten zu kinnen, mul fol-
gendes Problem geldst werden: Das "Testteilchen” bewege sich von einem
Punkt Fo in Richtung des Einheitsvektors Vg. Gesucht ist dann der
Schnittpunkt der durch

. " &
G: I‘wl"‘a-i—t\!g

definierten Geraden mit derjenigen unter den Flichen 84 mit minimalem po-
sitiven t. Durch sukzessives Ausfilhren dieses Algorithmus mit jeweiligem
Transport des Teilchens von rg zu diesem Schnittpunkt ldB8t sich der Weg
des Teilchens durch das Plasma zwischen zwel StdBen verfolgen, anderer-
seits sind alle benttigten GréBen  lings dieses Weges, z.B.

StoBquerschnitie und Weglingen in den einzelnen Zellen, verfiighar.
Neben den Auswertungen der Schitzfunktion wird bel der Ausfihrung dieses

Programmteils der Hauptteil der wie bei allen Monte-Carlo-Codes im Ver-

gleich zu numerischen oder gar analytischen Verfahren betrdchtlichen Re-
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chenzeit verbraucht. Deshalb miissen die Fldchen Si moglichst einfach

definiert sein.

3.6.2 1-DIMENSIONALES FLUBFLACHENGITTER

Damit der Code als "Neutralgasmodul” innerhalb eines
Plasma-Transportcodes einsetzbar ist und weil in diesem Fall die beng-
tigten GroBen (nach Kap. 2.1} die iber FluBflichen gemittelten und durch
Plasma-Neutralgas-Wechselwirkung bedingten Quell- und Verlustterme fiir
Teilchen und Energiediffusionsgleichungen sind, wird fir l-dimensionale
Rechnungen {Aufldsungen der Neutralgasprofile nur nach einer Koordinate
p, die die magnetischen Fliachen indiziert) mit dem System I die

FluBfldchengeometris approximiert.

Die geometrisch einfachste Form, die zugleich den i-d-Transportcodes zu
Grunde liegt, dist ein 2zylindrisches Plasma mit konzentrischen

kreisformigen FluBfldchen. Dann ist zu setfzen:

fi(x,y,z} = § = x2+y2wr§ » 151,2,.. .0
{(3.6.2)
Die Radien £ definieren alsc ein radiales Gitter (Bez.: EC) und im
geometrischen Block missen nur quadratische Gleichungen gelost warden.
4ls rzweite Option kann ein (nicht notwendig konzentrisches oder

konfokales) Netz aus Ellipsen gewdhlt werden:

fi{x,y,z) = { = (x»ei)2+(y/e11i)2~r§ i=1,2,...,n_

(3.6.3)
{Bez.: Ee). &11i ist die Elliptizitdt einer Ellipse, deren eine Halbachse
auf der x-Achse liegt und den Wert £y hat, durch e, kann eine Verschiebung
der Plasmaachse (nach auflen) erfaft werden ("Shafranov-Shift", bedingt
durch toroidale Effekte auf das MHD~Gleichgewicht, /2.10/), wie sie in
neperen Tokamaksimulationen ebenfalls auftreten, wenn die gekoppelten
Gleichungen fiir Plasmatransport und Plasmagleichgewicht gleichzeitig ge-

i6st werden (/3.29/, /2.16/). Mit der elliptischen Plasmaform wird verti-
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kal elongierten Konfigurationen (/2.11/) Rechnung getragen. Zur besseren
Anpassung an die numerisch berechneten MHD-Gleichgewichte, die eine
leichte triangulire Deformation der Ellipsen (/2.9%/) aufweisen, die auch
in den zur Zeit 1in Betrieb gehenden groflen Tokamaks JET und TFIR
{Princeton) vorliegen, ist als dritte Option im Rechencode ein Netz E&

vorhanden:

i 2 2_2
£1(x,y,2) = 0= (xme ) +(y/ell_ )%-r]

i = - >
gl’l{xyy,z} x-e, z

i - eo 32 -
fz(x,y,z) =0 = {x ei} +{y/e111’i} r

i
o -

gzbl{xsy:z) el x 20

{(3.6.43
Es handelt sich bei jeder Kurve also um zZwei halbe Ellipsen, mit einer
gemeinsamen Halbachse aber verschiedenen Eliiptizitéten.eiir {rechts) und
ell1 (links).

R U 1 (T3 S S T
© Least- Square-Fit

7o [emi

tan 708

60

Abbildung 6. Flufifunktion: D-fGrmiges Plasma und Least-Squares-Fit
fiir das Netz Ed

In der Abbildung 6 ist eine mit dem Gleichgewichtscode "Island” fiir einen

Standardfall (Tab. 4.1.1) eines JET-Plasmas errechnete FluBfunktion
{niedrig=-f, Plasmastrom Ip = 480 k&, /2.12/) gezeigt. Die gestrichelten
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Linien, die nur an den #uBeren FluBflichen erkennbar von den tatsdchlichen
FluBlinien ebweichen, wurden daraus mit einem "Least-Square'-Ansatz fiir
Funktionen der Form Xd erhalten, wobei zur Ldsung des dabei auftretenden
nichtlinearen Gleichungssystems ein "Newton-Iterations'-Verfshren einge-

setzt wurde.

3.6.3 ZWEI- UND DREIDIMENSIONALE NETZE

Dem Monte-Carlo-Algorithmus angemessen geschieht die Erweiterung auf den

echt Z-dimensionalen Fall durch Hinzunahme von n? weiteren Fldchensticken

zu dem System EC, Ee oder Zd, d.h.:
nr+j
fi (x,v,2y =0 = cos(ﬁj)“stin(ﬁj)'y' jml,z,.,.;np

y  falls 0°sej5180"
nr+j
gl,l (xstZ)

-y falls 180“<8j<350°

{3.6.5)
wobei 8 die poloidale Koordinate sei, die also auf diese Weise
diskretisiert wird (Bez.: I , & ., und £ 3.

¢,p’ Te,p d,p

Weil sich an dem ganzen Simulationsvorgang durch diese zusidtzlichen Fli-
chen (auBer im geometrischen Block) nichts dndert, kann man die poloidale
Auflosung der Profile als z.B. durch eine logische Variable gesteuerte Op-
tion verwenden, die Dimensionalitdt des Monte-Carlo-Codes ist alse den

jeweils vorliegenden Symmetrieverh#ltnisse anpafibar.

Ebense kann man anstatt der np peleoidal verteilten Flichen auch o in
z-Richtung (Richtung der Zylinderachse bei angenommensy
Zylinderapproximation des Torus) verteilte Flichen hinzufiigen (Hez.:

Ecxz’ Ee,z und Ed,z}’ also:
n_+k

£, F (x,y,2) =0 = 2 -z k=1,2,...,n

i z

(3.6.6)

und erhdlt so als weitere Uption in dieser Richtung aufgelBste Ergebnisse.
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Wahlit man beide Optionen gleichzeitig, nimmt alseo das aus nr+np+nz Fléchen

bestehende System (Bez.: £ z und Xd 3}, dann kann man 3-dimensional

;
aufgeltste Profile berecgggi. 553 Zeit ist im Rachencode Speicherplatz
vorgesehen fir

nrsso, npﬂSO, nZSBO.

Durch =zusHtzliche geometrische Rechnungen erhdht sich die notwendige
Rechnenzeit fiir eine feste Zahl wvon Historien, jeweils bezogen auf den
einfachsten Fall EC, um etwa 5% bei Ubergang zu Ze, um 10% bei Ubergang zu
Zd”
tung. Allerdings ist zu beachten, daBl bel fester Historienzahl hoher auf-

um jeweils 20% bei Hinzunshme der Aufldsung in eine zusdtzliche Rich-

geltste Profile auch einen groBeren statistischen Fehler aufweisen.

b e e

Skatieryngsfakctor Palgidater Querschnibt (UNITOR]

5o 0.2 9.3 0.4 0.6 D6 0.7 0.8 0.9 1.0
FACT= 2.80EY | pg N ; . .
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Abbildung 7. Poloidaler Querschnitt von UNITOR: Netz Ec P mit
weiteren Fléachenstiicken zur Nachbildung des rechteckigen

GefdBguerschnittes

Um eventuell stark von der Form der dulersten Fliche Sn abweichende Ge-
r
falformen beriicksichtigen zu konnen, kann jedes der bislang erwdhnten Sy-

steme noch um derzeit bis zu 12 gerade Flichenstiicke, die ehbenfalls
parallel zur z-Achse liegen, erweitert werden. Durchdringt ein

Testteilchen dann die ZuBerste Flache Sn , 80 wird in diesem Fall noch
T
nicht das Reflexionsmodell abgerufen, sondern das Teilchen wird zunichst
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bis zur Kammer, definiert durch diese 12 Flichensticke, weiterverfolgt
und dort gegebenfalls reflektiert., Abbildung 7 zeigt einen poloidalen
Querschnitt, wie er bei den Rechnungen mit UNITOR-Daten (Tab. 4.1.1) ver~

wendet wurde {(kreisfdrmiges Plasma und rechteckige Kammer).

3.6.4 TOROIDALE EFFEKTE

Die Zylinderapproximation driickt sich in den Netzen ch Ee und Ed dadurch
aus, daB die Gleichungen nicht von z abhdngen. Um toroidale Effekte be-
vicksichtigen zu konnen, konnte man die dort auftretenden gquadratischen
Gleichung durch Torusgleichungen (algebraische Gleichungen 4. Ordnung)
ersetzen. In /3.32/ ist z.B. ein (halb algebraisch- halb analytischer)
Algorithmus zur schnellen Berechnung der reellen Nullstellen solcher
Gleichungen angeben. Um aber die toroidalen Effekte dhnlich wie bei der
Auvflosung der Profile nach einer zusdtzlichen Koordinate als leicht abzu-
rufende Uption zu erhalten, kann im hier verwendeten geometrischen Block
ein Torus durch n, schridg abgeschnittene Zylinder appoximiert werden, es
wird also die magnetische Achse durch einen geschlossenen Polygonzug er-
setzt (Abbildung 8 auf Seite 93). Dazu verwenden wir ein System EC, )3
Ed: o Ee,p’ Ed,p
eines geraden Zylinders, der nach oben (positive z-Richtung) durch die
Ebene:

e:t

oder ZC nun zur Definition der geschlossenen Leitlinien

fO(x,y,z) = = z~(R+x)’tan(ﬁ/nt)

(3.6.7a)
und nach unten (negative z-Richtung) durch die Ebene
fu{x,y,z) = = z+(R+x)*tan{w/nt)
{3.6.7b)
begrenzt wird. Damit ist fir jedes der oben angegebenen HNetze eine

t,1le

“toreidale Basiszelle ¥ ausgezeichnet (R steht fiir den grofen
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Radius des Torus). Ferner sei h(x,v,z) die Drehung:

1

h}(x,y,z} = (x+R)'cos(2w/nﬁ) - Z“Siﬂ(Zﬁ/ng) - R

hy(x,y,2) =y
= h3(x,y,z} = (x&R}'sinizﬂ/nt} 4 z“cos{Zﬁ/nt) - R

t
H

(3.6.8)
Transformiert man die die toroidale Basiszelle definierenden Gleichungen
mit h, erh#lt man eine angrenzende toroidale Zelle,formal: h(Et’1)=Et’2,

+
£ n+l tya+l 4y

und so weiter: h(Et’ﬂ}ZE , insbesondere ist also I ey

ist in der Computergrafik Abbildung 8 dargestellt, aus

Dies

programmtechnischen CGriinden sieht es dort so aus, als wiren die Leitkurven
ebenfalls Polygonziige; im Rechencode werden aber die in Kap. 3.6.1 angege-

benen guadratischen Gleichungen tatsdchlich verwendet.

sbbildung 8. Approximation des Torus: n schrig abgeschnittene
Zylinder, hier: nt=12
Rei der Ausfihrung dieses Blockes werden allerdings nicht die Gleichungen
der Basiszelle transformiert, sondern, was das Gleiche bedeutet, die
Flughahnen der Testteilchen in entgegengesetzte Richtung. Verldfht also
ein Teilchen =z.B. die Basiszelle nach cben {(durch die Fliche fo’

(3.6.7a2)), dann wird der Geschwindigkeitsvektor gedreht und das Teilchen
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an gleicher Stelle unten (auf der Flédche fu’ {3.6.7b)) wieder gestartet.
Wahit man diese Option, so erhoht sich die Rechenzeilt bei gleicher
Teilchenzahl und fiir atméo um za. 10% gegeniiber dem Fall in dem die Fld-

chen fo und fu nicht gesetzt sind (Zylinderapproximation).

3.6.5 LIMITERFLACHEN

Inn der Abbildung 9 auf Seite 897 ist ein Computerplot der geometrischen
Eingabedaten unseres Simulationsmodells des Pumplimiters ALT-I fir TEXTOR
gezeigt. Zusdtzlich zu den durch das System Ed und den die Kammer darstel-
lenden Fldchen (hier: ein Viertel des Torus) sind hier weiters i
miter-Fldchen" gezeigt. Durch sie (zur Zeit bis zu 24 Flachen) ist der
geometrische Block erweitert worden. Im Unterschied zu den "Kammerfld-
chen" (nach Kap. 3.6.3) miissen diese nicht auBerhalb der duBersten radi-

alen Fldche Sn liegen, ferner kann nicht nur wie bei den Kammerflidchen je
o
ein Reflexjionswodell, sondern auch je eine Quellenverteilungsdichte (sie~

he Kapitel 4.1.1 und 4.1.2} definiert werden. Daruberhinaus werden sie

durch allgemeinere algebraische Gleichungen festgelegt, namlich:

i i i i i i,.2 i,..2 i, 2
fl{x,y,z) = aj + 85X + &3°y +a A + 35°x + aéﬂy + a?°z
+ agexy + 8g°xz + ay,°yz = 0 i=1,2,...,24

+

i i " i i - i
X - Xl ¥ 3123(3‘:‘}7;2) -y - }71 3 gl,B{X’y’z} =z ’?‘I

&) 1 (x.7,2)
8y 2(x,y,2) = x5 - x ;5 8] ,(x,y,2) =y} -V 8] g(x,y,2) = 2] -2
(3.6.9)
Es handelt sich also um Ebsnenstiicke (a§=0 fiir >4 oder Fliachen zweiter
Ordnung. Nach wie vor sind nur quadratische Gleichungen zu ldsen, um
eventuelle Schnittpunkte der Flugbehnen der Testteilchen mit einer dieser

Fldchen zu berechnen.
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[HELK OF GEDMETRICAL INPUT:
AT-1-VE

1 LINER

2 LIMITER

3 UMITER CHAMBER

Abbildung 9. Limiterfldchen: 3D-Computermodell fiir Pumplimiter
ALT-1, Plott geometrischer Eingabedaten

Durch die sechs Ungleichungen gi’kz 0 , k=1,2,...,6 wird der Ausschnitt
der Fldche festgelegt, der als Limiter, Prallplatte oder sonstige Struk-
tur wirken soll, von der aus Neutralteilchen ins GefdB starten und/oder an
der sie reflektiert (oder absorbiert) werden, wenn sie dort auftreffen.
Quadratische Ausdriicke in den gi,k sind ebenfalls mglich, sollten aber
aus Rechenzeitgriinden vermieden werden. Das noch frele gemeinsame Vorzei-
chen der Koeffizienten benutzen wir zur Festlegung der Orientierung der
Fldchen, denn die Quellverteilungen und Reflexionsmodelle benStigen die

"nach innen gerichtete” Normalenrichtung auf den Fldchen.
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4.0 ANWENDUNGEN BE! FESTEM PLASMAHINTERGRUND

In diesem Kapitel sollen einige mit dem HMNonte-Carlo-Code erhaltene
Simulationsergebnisse angegeben werden, denen Plasmadaten aus bereits ar-
beitenden oder in nahber Zukunft in Betrieb gehenden Tokamaks (JET) zu
Grunde liegen. Um das jeweils simulierte Modell genau angeben zu kdnnen,
fixjeren wir zundchst einige Standardmodelle, denen jeweils ein Datensatz

von Eingabeparametern eindeutig entspricht.

4.1 STANDARDMODELLE

Die Geometrie des Gefdsses und die Bauteile dey Bremnkammer sind durch je-
weils eines der Systeme des in Kapitel 3.6 beschriebenen geometrischen
Blockes 1im Modell enthalten. Allen hier zussmmengestellten Ergebnissen
liegen Plasmaparameter 2zu Grunde, die auf dem radialen Gitter
diskretisiert sind. Zwischen zwei solchen Fldchen werden diese Parameter
als konstant angesehen (dadurch wird die Realisierung des Transportkerns
T erleichtert, siehe Anhang B.1}.

Die Profile fix Dichten.ne, n (=ne in dieser Arbeit) und Temperaturen Te’

Ti fiir Elektronen bzw. Ionen haben die Form:

P1(s)+(1-{p/s)P 1% (P1(0)-P1(s)) 0 <p<s
Pl{s)etexp(-{p-s)/%} s<p=a

it

Pl{p)
Pi(p)

(4.1.1)

1/2 ist eine

Dabei sind p,q und X Profilparameter, p=(Vol/2ﬁ2R)
Koordinate, die die Flufiflidchen indiziert (Vol ist das eingeschlossene
Torusvolumen, R wieder der groBe Radius, und fiir ein System aus
konzentrischen Kreistori geht p in den kleinen Radius r uber). Mit Hilfe
von s kann 2wischen einem rein algebraischen (s=a), einem rein
exponentiellen (s=0) und einem gemischten Profil gewidhlit werden. Durch
p=a ist die ZuBerste FluSfldche gekennzeichnet. In Tabelle 4.1.1 sind Da-
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ten einiger hier exemplarisch simulierter Modelle zusammengestellt. Der
Datensatz U soll die in dem kleinen Tokamak UNITOR vorliegenden Verhdle-
nisse erfassen (/0.7/, /4.4/), Datensatz A isf eine Anpassung an in ASDEX
gemessene Pavameter {/4.5/, /4.6/), T und J sind Datensdtze zur Simulstion
TEXTOR- bzw. JET-relevanter Bedingungen (/4.7/-/4.10/). Ergebnisse von
Simulationen mit INTOR-Daten {dort: neun neutrale Spezies H, I, T, Hz, ﬁz,
Tz, HD, HT, DT beriicksichtigt) sind in /4.11/ angegeben. In /4.12/, /3.27/
und /3.28/ wurde der Code zur Simulation des Neutralgases in der
Divertorkesser des Poloidalfelddiverters an ASDEY eingesetzt.

Yabeile 4.7.1 U & T 3
Geometrie
kieiner Radius & {cm} i0 45 55 i56
Separatrix s {cm) 8.5 40 50 s®a
grofer Radius R {om) 30 185 173 326
Geféfgecmetrie - Rechteck| Kreis
poloidaler (uer - 20x%28 p=55 -~ .
sehnite
Eiliptizitét der 1 1 1 1.32% {rechts)
HuBlersten Fliche 2,22 tinks)

VYerhdltnis: a zu

klsiner Hadius 1 3 1 1.68
links

Verschiebung der

Plasmaschse e (cm) [} 0 o -0t
Plasmeparameter

Elektronentemp. {eV)}

bei =0 160 736 650 16000
p=5 10 10 5 -
p=a 3.7 0.4 i A
Profilparameter p 2.0 1.10 2.0 2.0
g 1.0 1.38 1.0 2.0
Ionentemperatur {(aV}
bei p=i 50 429 600 10000
p=s 10 48 25 an
=g 3.7 1.7 1 10
Profilpsrameter p 2.0 3.37 2.0 2.0
g 1.0 2,34 1.0 2.0
Dichte {1/cm®)
bei  p=0 2ell 4.30e13] 3.7eld telsh
P=E iel3 3.30el3 3.7e3l -
peg 3.7e12 4.5ell Zell G
Frofilparameter p .0 1,51 “.0 2.0
q 1.0 0.87 1.0 1.0

 piels (3.6.4%

Die in Kapitel 4.2 bis 4.5 zusammengestellten Ergebnisse sollen zeigen,
dafi mit dewm hier beschriebenen Code innerhaldb modellbedingter und stati-
stischer Abweichungen andere verdffentlichte Neutralgassimulaticnen und

in gewissem Umfang auch Experimente nachvollizogen werden konnen.
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Das Testen von Monte-Cgrlo-Codes ist aus prinzipiellen Grinden sehr auf-
wendig, nicht zuletzt, weil snders als bei auf numerischen Verfahren beru-
henden Codes selbst grobe Programmierfehler oft durchaus verniinftig

erscheinende, aber eben falsche Ergebnisse liefern.

Um dieses Risiko mdglichst klein zu halten, haben wir neben Vergleichen
mit andernorts erhaltenen Ergebnissen vor allem fir eine umfangreiche in-
terne Diagnostik des Rechencodes gesorgt. Dazu gshiren Teilchen- und
Energiebilanzen, die in allen bisher durchgefithrtern Simulationen gut
(1-2%) stimmten, obwohl! die einzelnen Beitridge statistischen Schwankungen
unterliegen. Ferner werden in kurzen Testldufen die einzelnen Ergebnisse
auf mehrere verschiedene Arten erhalten, was auf Grund der wverschiedenen
Schatzverfahren, zwischen denen gewdhlt werden kamn, moglich ist. Die Er-
gebnisse werden dann mittels Varianzanalyse auf ""zufillige" oder syste-

matische Abweichungen hin untersucht.

Als wichtigste Testhilfe erwies sich die bei 1-D- oder 2-D-~Rechnungen be-
stehende Moglichkeit, die Profile eine Dimension hoher aufzuldsen als in

den endgliltigen Ergebnissen notig.

Vergleiche mit analytischen Ergebnissen, die das Strdmen ins Vakuum be-
treffen, wurden wie auch schon fiir den Z2-D-Code von /0.8/ durchgefihrt und
ergaben sehr gute Ubereinstimmung, was eine gewisse Sicherheit fur
Simulationen mit grofen freien Wegliangen (gegen die GefdfBabmessungen)
gibt.

Im anderen Extremfall, fur die Simulation des Neutralgasverhaltens in
ainem heiflen dichten Plasma wurden in Culham (England) fir JET-Parameter
und fir ein stark vereinfachendes Modell Vergleiche mit analytischen

Rechnungen durchgefithrt, was gleichfalls befriedigende Ergebnisse brachte

{(/4.9/, /4.19/).
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4.1.1 QUELLEN

Da in der linearen Transportgleichung (3.3.66) die Quellenverteilungs-
dichte Q(x) die Inhomogenit#dt ist, kdnnen die zu verschiedenen Quellen
Qi(x) {zur Zeit im Rechencode: 12iZ6) gehdrenden Neutralgasprofile ein-
zeln berechnet und dann linear iiberlagert werden, wobei die skalaren Fak-

toren durch die einzelnen Quellstidrken Qi {1/sec) gegeben sind, also:

Q) = 50,705 () mit 0;=/dxg, (x) und 0 (=0 (/¢

Folgende Optionen sind derzeit fest programmiert:

1. Verteilung im Ortsraum:
a. Die Teilchen starten in der Aquatorialebene am HuBeren Plasmarand
mit den Koordimaten: x=a, y=0, z=0.
Bei Verwendung des Netzes Ec {definiert in 3.6.2) des
geometrischen Blockes entspricht dem eine gleichmédBige Einstrd-
mung durch den Zylindermantel. Wdhlt man Ee (3.6.3), Zd {3.6.4},
eines der Netze Ec’p, Ee,p, Ed,p {3.6.5) oder eines der bisher ge-
nannten 6 Netze mit den zusHtzlichen toroidalen Rotationsflédchen
3.6.7, so entspricht dem eine gleichmdBige Limienquelle, wobei
die Linie in der poloidalen Position x=a, y=0 toroidal umlzuft
bzw. bei Zylinderapproximation parallel zur Zylinderachse ver-
1dufte.
)2 I

c,z’ Te,z® "d,z
im Anschlufl daran definierten Netze Zc,3, Ee,B oder 2&,3 jeweils

Wihlt man eines der Netze E {3.6.6) oder eines der
wieder mit oder ohne Beriicksichtigung toroidaler Effekte, so ent-
spricht diese Einstromung einer Punktquelle, im Falle des Netzes
Ec,z auch einer bei z=0 poleidal umlaufenden gleichmidBigen Li-
nienquelle,.

b. Mit Hilfe einer vorgebbaren Dichte f(p)} wird die durch p indizier-
te radiale Fldche (die eine FluBflache approximieren soll) be-
stimmt. Der Startpunkt des Testteilchens wird dann aus einer
Gleichverteilung auf dieser Flache gesammelt. f(p) kann z.B. sus
der Rate fiir Strahlungsrekombination berechnet sein, siehe Kapi-

tel 4.1.3
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c. Durch eine vorgebbare diskrete Verteilung wird eine der "Limiter-
fldchen” (3.6.9) bestimmt. Fir jede dieser Fldchen muB eine Ver-
teilungsdichte f(¥) explizit angegeben werden, sowie ein
Algorithmus zur Berechnung wvon Zufallsvekteren . Dieser
Algorithmus wird extern programmiert und mit dem Chi-Quadrat-Test
{siehe z.B. /3.47/) tberpriift. Dann wird dieser Programmteil {ch-
ne Test) zusammen mit den Eingabeparametern fir ein hestimmtes
Modell zum eigentlichen Simulationscode dazugeladen,

2. Verteilung im Geschwindigkeitsraum

a. Monoenergetisch, ganze (Volumenquelle) oder halbe {(Oberfldchen-
quelle) isotrope oder cosinusverteilte Richtungsverteilung.

b, wie 2a, aber die Energie wird aus einer Maxwellverteilung mit ent-
weder vorgebbarer oder vom Startpunkt asbhidngender Temperatur ge-
sammelt.

3, Verteilung der Speziesindices

a. Pro Quelle Qiﬁx} nur sine feste Spezies der startenden Teilchen

b. Der Speziesindex wird aus einer vorgebbaren (etwa aus den
Ionenfliissen auf den Limiter berechneten) diskreten Verteilung
gesammelt.

4. Verwendung des Reflexionsmodells
Nach einer dar unter 2 und 3 beschriebenen Methoden wird ein Index i’
und eine Geschwindigkeit v' bestimmt, sowie ein Vektor r nach einer
der unter 1 angegebenen Verteilungen auf Oberflichen. Vv mufl eine po-
sitive Komponente in Richtung der als "nach auBlen gerichtet” ausge-
zeichneten Fldchennormale haben. Dieser Zustand (i',r,v') wird einem
auf eine Wand treffenden lIon zugeordnet, er sei aus einer Dichte

Qiﬂn{x') gesammelt. Auf diesen Zustand wird der fiir Wandprozesse in

den StoBkern O aufgenommene "Reflexionskern” CWand(r;i',V“*i, v) an-

gewendet (siehe Kapirvel 4.1.2}.

Die Verteilungsdichte der Quelle fiir Neutralteilchen ist demnach (bis

auf Normierung):

o ¢ L %

Qex) = Jdx'Q  (x")*Cy, L (x'+x)
(4.1.2)
Es dist 2zu bheschten, daf bel Verwendung eines nichtanalogen
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Reflexionsmodells, z.B. ©bei Unterdriickung der Absorption bel

Fi
Wandprozessen, die nichtanaloge Quelie Q (x) durch

% R - W '
0 (x) =/dx Qion{x 3 CWand{X 3
{(4.1.3)
e

gegeben ist {CWand ist der nichtanaloge Reflexionskern). Die Ge-

wichtsanpassung in der Funktion W von 3.4.3 lautet demnach Q/Q“, Werni
rt #*

auf ein "Ion angewendet wird und CWand/CWand’ wenn mittels

C*
Wand

C%and ein eine Wand treffendes Neutralteilchen reflektiert wird.

4,1.2 REFLEXIONSMODELLE

Bei einem Monte-Carlo-Algerithmus ben&tigt man sehr detaillierte Angaben
der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Speziell in dem fiir Tokamak relevanten
Energiebereich der auf eine Wend treffenden Ionen oder Neutralteilchen
(200 eV} gibt es groBe Unsicherheiten in den verfigbaren Daten. Wir haben
deshalb ein Reflexionsmodell aus verschiedenen in der Literatur angege-
benen Werten konstruiert, welches durch einige Parameter, die zum Input

des Rechencodes gehdren, in gewissem Umfang variiert werden kann.

Wir haben in (3.3.9) WandstdBe mit in dem Kern C aufgenommen, indem wir
die StoBwahrscheinlichkeit gleich Eins gesetzt haben, sobald eine Flug-
bahn eine Wand schneidet. Der Schnittpunkt sei BT die Geschwindigkeit des
einfliegenden Teilchens sei Vi, der Index fir die Spezies sei il’ kurz

wieder xlﬁcii’ri’v1}'

Zur Realisierung des die Wandprozesse beschreibenden Anteils CWand
{3.5.1) des normierten StoBkerns C bendtigen wir gemdd {(3.3.38), (3.3.34)

und (3.5.3) Wagd{xl}s die Absorptionswahrscheinlichkeit an der Wand
(und damit p"27%(x )=1-p"%"%(x,), die Reflexionswahrscheinlichkeit),

Wand

ferner fiir Zustidnde Xy mit p__ {x1)¢0 die mittleren Teilchenzahlen

CWand(Xl} pnach der Reflexion und die Verteilungen Pyand urnd WW&nd fir
Speziesindex und Geschwindigkeitsvektor.
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Wir verwenden unterschiedliche Modelle fiir Molekiile und Atome und be-
schreiben zundchst die fest programmierten Modelle, danach die zusdtz-
lichen Hodifikationsmiglichkeiten. Dabei verzichten wir zu Gunsten

besseren Verstdndnisses auf explizite Angabe eben genannter Funktionen.

HE}g
1 .
-}04“ 1Dev .
?Gﬁz 2158y _._.F-ﬂ
LBhay th% oy
13 L100ev kjmmjﬂ
TR i
g
- bt ™
ot LB TeY H_,,__.i"““r :]
TkeV __rmr“”f E
TR | -
4 Bal keY r'"r hé
i B
1 10 ey ,»Jf
i
& >0 keV .Jg“ 1—-«
10 2 3 4 5
0 10 10 10 10 10 v
Abbildung 10. Energieverteilungsdichten reflektierter neutraler

Atome: Abhédngigkeit wvon  der Einfallsenergie fur
senkrechten Einfall, H*Fe-Target

Trifft ein neutrales Molekill asuf eine Wand, so geschieht dies bei sehr
kleinen (der Wandtemperatur entsprechenden) Energien, wir verwenden des-

halb fiir Molekiile die Reflexionswahrscheinlichkeit Pg = 1. Energie und

o, M
Speziesindex bleiben in diesem Standardmodell unverdndert, die neue Flug-
richtung ist cosinusverteilt um die nach innen gerichtete Normale im Auf-
treffpunkt. Dieses Modell ist identisch mit den in [fG.7/ und /[0.8/

angegebenen Modellen.
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Fily Atome ist unser Reflexionsmodell aus den in /0.5/ bis /0G.8/, /0.10/
sowie f&.1/-/4.3/ diskutierten Vorschldgen entstanden. Wesentliche Merk-~
male des als Standardfall gewshlten und auch im "AURORA"-Code /0.6/
simaulierten Modells sind in Abbildung 10 enthalten. J(E)} hat die Dimen-

sion: Teilchen pro eV und pro einfallendes Teilchen. Die Energiewerte Ei

am linken Rand beziehen sich auf H-Atome oder H+w10nen, die senkrecht auf
ein Fe-Target treffen. Die Abszisse ist die Energie Er der reflektierten
Teilchen, und die abgebildeten Treppenfunktionen f{Ei*Er} stellen bis auf
Normierung die Verteilungsdichte fiir die Energie Er dar, bei gegebenem Ei.

Durch das Integral

pSCsA(Ei,8=O} = IdErf(Ei*Er}

(4.1.4)
ist die Reflexionswahrscheinlichkeit gegeben. Sie liegt hier bei 0.8 fiir
Ei=10 e¥ und fdllt dann iber die Werte .54 bei 100 eV und 0.3 bei 1000 eV
auf fast Null bei grofien Energien {Eialﬁ keV) ab. § bezeichnet den Ein-
fallswinkel. Mittels

EY = fdE_E ®f(E.*E_)
T I T i ¥
(4.1.5a)

ergibt sich mit

RE(Ei,GﬂO} = Er/Ei°psc,A(Ei’820)
{4.1.53b)
der Energiereflexionskoeffizient, der bei diesem Modell von 0.6 dber 0.35
vnd .16 {(bei gieichen.ﬁi wie oben} ebenfalls auf fast Null abfililt.

Die Umrechnung auf ein anderes als das System H*Fe geschieht mit Hilfe der
reduzierten Energie ¢, durch die man eine Universalkurve erhalten kann.

Die Abszizsse ist dann:

3 2/3

-1/2
g ) :

 no cein=3 2/
£ = 32.5010 My / (M, M) R 07, 2, (2,77 + Z

A~B
(4.1.8)
M und Z sind Masse und Kernladungszahl der Projektile (Index 4) bzw. der

Targetatome {Index B} (/4.1/}.
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Bei einem anderen als dem System H*Fe wird deshalb die Energie Ei des

Projektils mit dem Faktor & EA*B/EH*Fe multipliziert, dann werden wie-

cor

der die in Abbildung 10 asuf Seite 104 enthaltenen Werte verwendet. Z.B.
ist: gccr=05983 fir D*Fe, bzw. = (.9%66 fir T*Fe. Fir H*Mo ergibt sich
£ =03.539.

COr

Wie im Modell fiir Molekiile bleibt der Speziesindex unveridndert, ebenso ist
die Richrung des reflektierten Atoms cosinusverteilt, und die mittlere
Anzahl der neuen Teilchen ist Eins, falls nicht Absorption eintritt. Le-
diglich wollte man induzierte Desorption oder durch heifle Neutralteilchen
aus der Wand ausgelfste neutrale Verunreinigungsatome als zusdtzliche
Spezies ins Modell aufnehmen, wire ein Wandprozell eines Atoms mit

Teilchenmultiplikation und eventuell neuvem Speziesindex verbunden,

Folgende Modifikationen dieses Standardmodells sind derzeit durch Setzen

von Inputparametern méglich:

i. Pec.M und Poc 4 kénnen mit einer Funktion rM{j} bzw . rA(j) multipli-
ziert werden. j ist ein Index fir eine Limiterfldche (3.6.9) oder ein
Teilstiick der Gefzbwand. Durch rM{j}ﬁrA(j)ﬁﬁ konnen z.B.
GefaBtffnungen simuliert werden, wdhrend durch O<rM’A(j)<l einzelnen
Teilen der Kammer Pumpeffektivitdten zugecrdnet werden konnen.

2. Vor allem fir kleine Ei (€200 eV} sind die Werte von psc,A(Ei} -
stritten (/4.2/). Deshalb kann im Bereich Emin<Ei<Es die Funktion
psc,A(Ei) durch eine Parabel durch psc,A(Emin) und pse,A(Es) ersetzt
werden. Fir Energien Ei kleiner als Emin wird psc,A(Ei) gleich Null

gesetzt. E 3 sind Inputparameter.

., E_ undp (E_.
min LS sc,A Tmin
3. DPie Absorptionswahrscheinlichkeit 1prC 4 an der Wand wird auf den

5
halben Wert reduziert: Py A = (lnpsc A)/Z. Mit der gleichen Wahr-
¥ ¥
. . . - . Ft : #F . .
scheinlichkeit Psc,A*M — Pa.A ist das reflektierte Teilchen ein
Molekil, dessen Speziesindex (bei mehreren Molekillsorten im Modell)
aus einer vorgebbaren diskreten Verteilung gesammelt wird., Z3hit man
in der Teilchenbilanz Mclekiile doppelt, so entspricht dieser Modifi-
kation 100% Recycling an der Wand. Zusammen mit 1. kdnnen durch
dieses Modell unterschiedliche Sdttigungsgrade einzelpner Gefdbbhau-
teile und damit unterschiedliche Rekombinationsraten an der

Wandoberfldche simuliert werden.
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4. Sollen solche Effekte erfalit werden, ohne dafl Molekile explizit im Mo~
dell enthalten sind, setzen wir pa,A = (3, und mit der Wahrschein-
lichkeit 1_psc,A startet ein Atom mit Franck~Condon-Energie EFC (hier
immer EFC = 3.5 V).

5. Durch drei Parameter el, e2 und e3 kinnen Winkelabhdngigkeiten ins
Reflexionsmodell eingebracht werden. Dazu sei 8 der Einfallswinkel (6
= (0 entspricht senkrechtem Einfall). Ein lokales Koordinatensystem
im Auftreffpunkt wird so gewshlt, daB @ der Winkel gegen die positive
x~Achse ist, und daf das einfliegende Teilchen keine Geschwindig-
keitskomponente in y-Richtung hat. Br bzw . ¢r sei der Winkel gegen die
negative x-Achse bzw. der Azimutwinkel, gemessen von der z~Achse aus,
fiur das reflektierte Teilchen. Durch:

1

— . — & e
1-p . 4(B;.8) = [1-p A(E;,6=0)]cos® (8)

8T,
1Ry (E,,8) = [1-R (E.,8=0)]*cos®2(6)
i E~Td

werden zundchst Teilchen- und Energiereflexionskoeffizient abhéngig
vom Einfallswinkel. ©Positive Werte el und e2 erhohen diese
Koeffizienten bei streifendem Einfall (dem in /0.7/ vorgeschlagenen
Modell entspricht el = 1, e2 = 0.5).
Das andere Extrem zur bislang angenommenen diffusen Reflexion ist
Spiegelreflexion. Theoretische Modelle, in denen ideale Oberflachen-
bedingungen angenommen wurden {(/0.9/, /0.16/7), um das weitere Verhal-
ten in den Festkorper eingedrungener Wasserstoffatome zu simulieren,
liefern dazwischen liegende Reflexionsmodelle, wobei reale Oberfla-
chen auf Grund der Irregularitdten eine weitere Verschiebung in Rich-
tung auf diffuse Reflexion bedeuten. Fir die Richtungscosinus Cos ©

¥y
und c, des reflektierten Teilchens setzen wir deshalb:

e, = cos{ﬁrjefliﬁ} - sin(@r)*sin(ér}”fz{ﬁ}
Cy = sin{ﬁr}°coﬁ(¢r)
c, = sin{Br)°sin(¢r)“f1(6)+ aos(%r)*fz(ﬁ}

*
Dabei seien Qr und ¢ . aus dem Standardmodell (diffuse Reflexion) ge-

wonnene Winkel, ferner:
sin(B_) = fi(G)“sin(ﬁnr}

£,(8) = cos® (8)

= 1 . 1/2
£,(8) = [1-£,(8)°£,(8)]
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Damit wird folgendes Reflexionsverhalten beschrieben: Fir senk-
2 =0
liept wieder diffuse Reflexion vor. Andernfalls wichst der Anteil an

rechten Einfall oder fir e3 = 0 (sllgemeiner: fir fz = 1, also f

gerichteter Reflexion mit dem Winkel 8, im Extremfall: 8 = 90 Grad

liegt reine "Spiegelreflexion” vor.

Durch e3 kann in gewissem Umfang gewdhlt werden, wie schnell mit wach-
sendem 8 der Ubergang von diffuser zu Spiegelreflexion erfolgt.

e3 = 1 entspricht dem in /0.8/ vorgeschliagenen Modell.

4.1.3 STORPROZESSE

Der Ratenkoceffizient Skz<5kV> fiir einen Stoflprozel der durch den Index k

bezeichneten Art eines Neutralteilchens mit der Geschwindigkeit Y mit

. . . . . 3 ,
einer Plasmaspezies p (Elektronen oder Ionen), hier immer in cm™ /sec, ist

gegeben durch:

yev

rel

Sy = fd vﬁfp(vp }*ck(vrel

(4.1.7)

rol !Vp—vnl, fp sei die Geschwindigkeitsverteilung der

Plasmateilchen und dk der Querschnitt fir den betrachteten Prozef,

mit v

Sy hingt von vn

*
digkeit der Plasmateilchen. Ist Evpi >>!an, dann kann man die Abhdn-

*
und iiber fp vom Ort ab. ivpi sei die mittlere Geschwin-

gigkeit wvon W vernachlidssigen (hier: bei allen Stofiprozessen wvon

ﬁ
Neutralteilchen mit Elsktronen angenommen), im Falle vai*<<ivni geht
(4.1.7) uber in: 8y = sk(lvn[)eivni. Die Raren flir den erstgenannten
Fall und fir Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung sowie die Q(Quer-
schnitte  Thaben wir /f4.13/, /4.14/ (Umladungsquerschnitt), /J4&.15/
{Molekiilprozesse)}, f4.16f {Strahlungsrekombination) und Je.17/

{(Ionisation neutraler Verunreinigongen) entnommen.

Vor Beginn eines Simulationslaufes wird voem Code ein Plott der singege-

benen Geometrie {ein poleidaler Querschnitt an wihlbarer toroidaler Posi-
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tion) erstellt {z.B. Abbildung 7 auf Seite 93) sowie der vorhandenen
Ratenkoeffizienten (Abbildung 11) Die Abszisse ist eine Energieskala

(eV). Abbildung 11 ist im einzelnen wie folgt zu interpretieren:

100

1 ELECTRON IMPALT IONISATION
2 DISSCZIATION RATE E+!~§3.—~
3 RECOMBINATION RATE

L IONISATION RATE FOR CHROM
5 (HARGE EXIMANGE RATE

& HON MPALT (ONISATION

10°7 -
1078 -
1079 -

100/
m«i‘i_
107"
10~

3@«-% R SRR S o .
10° 10 10% 10? 10% 10°

Ratenkoeffizienten (cm¥/sec)

Energie (eV]

Abbildung 11. Im Monte-Carlo-Code verwendete Stofiraten: <gev>

i. ElektronenstoBionisation:
e+l 2e+}{+ {Bez.: sei)
{£.1.8)
Die Abszisse ist die Elektronentemperatur, wie auch bei den folgenden

Prozessen.
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2. Dissoziation durch Elektronenstofl:

H4H+4e (Bez.: Sml)
S
e+H2 ¢ H+ H+2Ze {Bez.: smzj
.+,
H2+Ze {(Bez. : sm3)
{4.1.9)
Aufgetragen ist: Sm1+sm2+sm3'
3. Strahlungsrekombination:
.é‘ -
e+ * Hévh {Bez.: Src)
(4.1.10)

8. dient nur zur Definition einer Quellenverteilungsdichte, geht al-

so nicht in den makroskopischen Querschritt Et ein.

4. lonisation von neutralem Chrom oF
Cr+e * Cr++2e {Bez.: Scr)
(4.1.113
5. Ladungsaustausch
ment - mte (Bez.: s_ )
(4.1.12)

Wegen der nur sehr schwachen Energieabhidnigkeit des Querschnitts ver-

wenden wir anstatt {4.1.7) zumeist die gute Ndherung

v 2.1/2

g =g (v mit vrelm(Bk?i/ﬁmi+l Vil 3

cX ex rel}ﬁvrel
(kTi: Tonentempertur, m, Ionenmasse)
Die Energiewerte in Abbildung 11 auf Seite 109 sind kTi, S ist auf~

getragen fiir v = g, m, = Protonenmasse.

6. Ionenstoliiconisation
+ +, .t
H +H + H +H +e {Bez.: Sii}
(4£.1.13)
Aufgetragen ist ein nach (4.1.7} Dberechneter Koeffizient mit
maxwellverteilten JTonengeschwindigkeiten fiir Ve = ¢ tber der
ITonentemperatur.

Fir den zusammengesetzten Dissoziationsprozel mufl noch die mittlere
Anzahl von Folgeteilchen angegeben werden. Dazu werden drei weitere

Raten verwendet:
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7. Bissoziation von H;

H4+H {Bez.: SmA}
+ +
3 .
H2+e H +H+e {Bez.: 5.5
o
H +H +Ze {Bez.: Smﬁ}
(&.1. 143
Enargie (eV]
10 106 1000 0000
197¢ ' : ‘ 2.00
‘4%%%% ~Ref . fb 13/
s
LI § Z, Sé —FRef 14 15/
o =
" ]
S T
- =S
- n
il 1]
< : 100 8
8 5
ke E
™~ 1%
fm [
9 g
= =
w Ll / - G.00
164 000 10.000
tigrHy o H+ H o+ e 3 e v Hyp Hy + 26 Sie ¢ Hiw H + H v e

2 maHy L e H o 2e e e Hy o H o+ H f8 ¢ H) @ H o« B e Za

Abbildung 12. Mclekiilprozesse: Raten <g®v> und mittlere Anzahl

neutraler Atome nach einem Dissoziationsereignis M4ice
In Abbildung 12 sind die Ratenkoeffizienten s_.,-s_. im einzelnen aufge-
tragen, aus Ref. /4.13/ und Ref. /4.15/. Die Ubareinstimmung ist im hier
interessierenden Temperaturbereich kTe<50 eV sehr gut. Die mittlere An-

zahl der entstehenden neutralen Atome ist

Tdiss lfsms®{2e3m1+sm2+aosm3}
£4.1.15)
mit
Spe = S80S 0s und o = {205m4+sm5)/(Sm4+5m5+sm6)’
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bezogen auf ein Dissozistionsereigniss. {Nur S s und 4:cq gehen in die

Rechnung ein.)

Zur vollsténdigen Festlegung des StoBkerns € muB noch die Geschwindig-
keitsverteilung w des nach dem Stofl weiterverfolgten Teilchens angegeben
werden. Nach eipem Dissoziationsstefl verwenden wir eine isectrope Rich-
tungsverteilung, bei fester Energie 3.5 eV. Die Geschwindigkeitsvertei-
lung des neutralen Teilchens nach einem LadungsaustauschstoB ist
diejenige der Ionen am StoBort {(streng genommnen ist diese noch mit der
hier jedoch nur sehr schwach energieabhidngigen StoBwahrscheinlichkeit zu
falten, siehe unten), in allen SBimulationsbeispielen in dieser Arbeit
wurde sine Maxwellverteilung angenommen. Mit einigen Bemerkungen sei die
Konkretisierung des Stolkernes C aus der Transportgleichung abge-

schlosgsen.

1. Die makroskopischen Querschnitte Ek berechnen sich zu:
B, Py = s rvpyen ()7 vy

{L.1.16)
np{r} ist dabei die Teilchendichte der Stofipartner beim Stobprozef
der Art k.
2. Die freie Wegliénge kkﬂlfsk {emy fir Hgﬂlonen mit einer 300 Kelvin

13

entsprechenden Energie bei n, = 10 {cmng) ergibt sich zu 0.3 cm bei

einer Elektronentemperatur von kTe = 10 eV und reduziert gsich zu 0.16

cm  bel kTe = 20 eV. Aus diesem Grund haben wir die neutralen
Dissoziationsprodukte der Prozesse H;+e + .. (4.1.14) direkt der
Reaktion H2+& + ... zugeschlagen.

3. Selbst bei geringen Dichten und kleinen Temperaturen wie im Datensatz
U werden praktisch alle Molekille in der &dullersten Randschicht
dissoziiert (siehe Kapitel 4.2). Noch kilrzer {sieche Abbildung 11 auf
Seite 109) sind die Reichweiten neutraler Verunreinigungen,
exemplarisch sind die Raten fir Chrom gezeigt. Anders als die Molekiile
liefern sie aber kein neutrales Teilchen nach dem Stof, sie sind des~-
halb in dieser Arbeit in den simulierten Modellen nicht enthalten.

4. Nur bei Simulationen mit dem Datensatz J war der Prozel 4.1.13
{IonenstoBionisation) enthalten. Erst bei relativen Energien der

Stofpartner oherhalb 2 keV gewinnt dieser ProzeB an Bedeutung.
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5. Bei genauerer Behandlung miifite die Geschwindigkeit des
Neutralteilchens nach einem Umladungsstol aus der Dichte
ch( V) = fp(V}oﬁchVrel}.?raifscx
mit s gem. (4.1.7) und vrelev~vnE
gesammelt werden. Sammelt man statt dessen aus fp( ¥y, wie es oben
vereinbart wurde, ist bei jedem Umladungsstof wihrend eines "random
13 B 3 ‘
walks™ in der Funktion W von (3.4.3) ein Faktor acxcvrel)@vrelfscx an-
zubringen.
Diese Faktoren haben jedoch (siehe Abbildung 13 auf Seite 114) prak-
tisch den Wert Eins, so daB wir bislang diese Gewichtskorrektur gegen-
iiber den groferen Unsicherheiten im physikalischen Modell (ca. 120%
fiir die Stofraten, hipzu kommen je nach Modell unterschiedliche sta-

tistische Schwankungen, etwa +10%) vernachldssigt haben.

Abbildung 13 auf Seite 114 zeigt die Ratenkoeffizienten fir Ladungsaus-
tausch, einmal berechnet durch numerische Integration von (4.1.7) und
einmal (die Kurven ohne Symbol) nach der o.a. Ndherung. Der Parameter E
ist die kinetische Energie des neutralen H-Atoms. Die in Abbildung 14 auf
Seite 114 gezeigten mittleren freien Wegldngen sind daraus fir edine

Ionendichte n, = 1013 mes berechnet.
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Abbildung 13. Ratenkoeffizienten fir Umladung: <G'v>cx: integriert

gem. (4.1.7) und Ndherung gem. (4.1.12}
10 107 10° 10

mittlere freie
Weglange {cm)

lonentemperatur (EV)

Abbildung 14. Mittlere freie Weglingen fir Umladung (n = 100°
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4.2 UNITOR, TOROIDALER LIMITER

Ein poloidaler Querschnitt der den Simulationsbeispielen mit dem t Daten~
satz U zu Grunde liegenden Geometrie ist schon in Kapitel 3.6, Abbildung 7
auf Seite 93 gezeigt., Limiterfldchen werden vom Code mit stirkerer
Strichdicke gezeichnet, hier haben wir auf dem Stick -4<y<4 des rechten
dufieren GefdBrandes eine Quellenverteilungsdichte definiert. Die FluBl-

fldchen approximieren wir durch ein Netz konzentrischer Kreise.

Fir den Tokamak UNITOR, an den der Datensatz U angepalit ist, wurde in
/0.7/ ein Monte-Carlo~Code entwickelt. Dort sind auch Vergleiche von be-
rechneten und gemessenen Werten angegeben. Fur Details der folgenden

Modellannahmen beziehen wir uns darauf und auf /4.19/.

Die freie Weglidnge fir Atome {(loc. cit.) ist nicht klein gegen die GefdB-
dimensionen {=100 cm am Rand, =5 cm im Plasmazentrum). Deshalb haben wir
zur Bericksichtigung toroidaler Effekte das Netz Xc b um die beiden Fla-

¥

chen fo und fu {(siehe {(3.6.7)}) erwveitert.
Die y-Koordinate ¥y des am Limiter startenden Teilchens sammeln wir gemdf:
vy = £}+52+...+£8~&, ii gleichverteilt auf {G,1}, i=1,2,...,8

(Die Verteilung von ¥i dhnelt einer Gaullverteilumg um 0, die Varianz ist
2.66, sie fHllt aber bei %4 genau auf Null ab.) Alle Teilchenflisse wer-
den im Ampere angegeben, indem wir jedem Teilchen formal eine Elementarlia-
dung zuordnen. Die Ergebnisse in diesem Abschnitt sind auf eine
Quellstdrke wvon 320 A am Limiter normiert (entsprechend 2“1018

Teiichen[cmzjsec bei einer effektiven Limiterflache von 1000 cmz).

Zur Festlegung der Beschwindigkeit und der Spezies des startenden
Teilchens (H odex Hz} sammeln wir eine lonengeschwindigkeit aus einer

halben {auf den Limiter gerichteten) Maxwellverteilung mit kTin eV,

Dann wenden wir das Standardreflexionsmodell (4.1.2) an, mit der Modifi-

kation 2 (E =300 eV, E . =0, p (0)y=0.5% und 3. Die Modifikation 3
8 min 8¢, A
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{100% Recycling bei doppelt gez#dhlten Molekiilen) ist jedoch auf den Limit-
erbereich (x=10 cm, =-4<y<4 cm) beschrinkt, die dibrigen Teile des Gafidsses

wirken alse wie eine Pumpe (wegen der dort kleineren Ionenflisse:
17

-2 - . e
1-22107" cm “sec T und des darum geringeren Sattigungsgrades der Wand).
UNITOR Dichte neutraler H.Atome
3 -3
n, = 2x10" fem™) L
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Abbildung 15. Dichte neutraler H-Atome: Radiale wund poleoidale

Verteilung bei reiner

Limitereinstromung von der
TorusauBenseite
UMITOR . VI
ez B0 en Y Dichte neutrater Hy-Molekile
- : T~ Maximum: 1440 cm
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Abbildung 16. Dichte neutraler Hznﬁolekﬁle: Radiale und poloidale

Verteilung beil reiner Limitereinstromung von der
TorusauBenseite {vergl. Abbildung 15).
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Abbildung 17. "Kinetische Temperatur' neutraler H-Atome: Radiale und
poloidale Verteilung bei reiner Limitereinstrfmung von
der Torusauflenseite {vergl. Abbildung 15 auf Seite 116).

Die Abbildung 15 auf Seite 116, Abblldung 16 auf BSeite 116 und

Abbildung 17 zeigen die bei diesem Modell sich mit den Plasmaparametern
gem. Tab. 4.1.1 einstellenden Dichteverteilungen neutralen Wasserstoffs,
neutraler szﬁoiekﬁle und die kinetische Temperatur der H-Atome. (Die
Grundfliche der gezeigten Quader ist jewells ein ganzer poloidaler Quer-

schnitt, hier also ein Rechteck 20x25 cmza}

Die H-Dichte f2llt um zwei Grofencrdnungen vom Maximum am Limiter
(= 3010 %cm
dort aus auch in Richtung auf Teile des GefdBes, die effektiv esine Pumpe

3} auf den Minimalwert bei x=-5, y=0 cm. Der Dichteanstieg von

fir neutrale Atome darstellen, liegt an dem mehrfachen Pendeln der H-Atome

zwischen Gefil und Plasma und der kleineren mittleren Energie dort.

Toroidale Effekte haben auf die gezeigten Profile keinen Einflufi, wie
Testliufe mit identischem Modell aber Zvlinderapproximation zeigten. Die
Asymmetrie der Profile ist auf dis unsymmetrische Quellenverteilung

(hier: nur auf der AuBenseite) zuriickzufihren. Ubereinstimmend mit /0.7/
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ergibt sich aber eine Verlagerung der Teilchenfliisse auf die duleren Teile
des GefdBes durch die toroidale Geometrie (von 215 A& auwlen (x=10 cm) und
29 A innen (x=-10 cm) in Zylindergeometrie zu 263 A auBen und nur 20 A in-
nen bei Berlcksichtigung toroidaler Effekte). Dieser Effekt tritt auf,
weil die neutralen Teilchen das Plasma unter einem kleineren Raumwinkel
sehen, wenn sie sich in der duBeren Torushalifte befinden verglichen mit
den Teilchen auf der Innenseite. Er verstarkt sich, wenn auch auf der

Torusinnenseite Quellen fiir Neutralgas angesetzt werden.

Weitere Vergleichsldufe mit der Modifikation 4 des Reflexionsmodells am
Limiter {(anstatt 3}, d.h. ohne explizite Beriicksichtigung der Molekille
ergeben praktisch gleiche Resultate, was die Form der Profile anbetrifft.
Insbesondere  bleibt die Verschiebung wvon Temperaturmaximum und
Dichteminimum der H-Atome zur Torusinnenseite erhalten. Dieses Modell
(Molekiile nur implizit berticksichtigt durch 100% Recycling am Limiter,
mit direkt entstehenden Franck-Condon Neutralen (3.3 eV)) bezeichnen wir

als UZ, das oben angegebene als Ul.

Als weitere Modifikation (U3) von Ul haben wir noch eine zweite, gleichmid-
Big iber die restliche GefdBoberfldche verteilte Quelle iiberiagert (reine
H-Einstromung, Hznﬁo}ekﬁie konnen beim Berechnen der zu dieser Quelle ge-
hérenden Profile nur entstehen, wenn neutrale H-Atome im (''gesdttigten')
Limiterbereich auf die Wand treffen. Die {Quellstdrke betrdgt hier 480 4,

das entspricht 2°1017 Teilchen/cmzfsec.

Abbildung 18 auf Seite 119 2zeigt die nun resultierende H-Dichte. Die
starke Dominanz von Wandeffekten (Quellen und Reflexion) fiir das Neutral-
gasverhalten bis ins Plasmazentrum, die typisch fir kleine Tokamaks ist,
wird hier durch eine einigermaBen gleichfdrmige Quellendichte verdeckt,

auch das Temperaturprofil ist nun gut zentriert.

Zusdtzlich zur zweiten Quelle lag bei Abbildung 18 auf Seite 119 und
Abbildung 1% auf Seite 119 (Modell U4) noch eine gegeniiber U3 erhthte
Plasmadichte wvor, nidmlich ni=n&=5’1313 cm"3 im Zentrum (p=0), dann

3

2.5'101 bei p=s und 1‘1013 bei p=a. Die Profilparameter sowie die Werte

von s und a sind wie in Tab. 4.1.1 angegeben geblieben.
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Abbildung 18. Dichte neutraler H-Atome: Radiale und poleidale
Verteilung (vergl. Abbildung 15 auf Seite 116, hier:
hohere Plasmadichte und zusdtzliche QCQuelle an der
restlichen Gefdfoberfliche)}.
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Abbildung 19. "Xinetische Temperatur' neutraler H-Atome: Radiale und
poloidale Verteilung (vergl. Abbildung 17 auf Seite 117,
hier: hohere Plasmadichte und zusdtzliche Quelle an der

restlichen Gefifloberflache).
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Die Konsequenz {wegen hiherer 8Stofidichte) ist, dad die Neutral-
gas''temperatur” nun 80% (90% in /0.7/, dieser Wert ergab sich bei unseren
Rechnungen ebenfalls, wenn wir durch Wahl anderer Profilparameter (p=4,
g=2} die Plasmaparameter besser an die in /0.7/ verwendeten anglichen) ge-

geniiber 60% (60% in /0.7/) der maximalen lonentemperatur {hier 30 eV) er-

reicht.
WNITOR ©  Quelle fir lonen durch Dissozationsprozesse
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Abbildung 20. DissoziationsstoBdichte: Radiale und poloidale

Verteilung der Quelle fiir die Ionenteilchenbilanz durch

Dissoziation neutraler H2~Molakﬁ1e, insgesamt: 63 A

In  Abbildung 20 ist noch die poleidale Verteilung des von
Dissoziationsprozessen herrithrenden {(Juellterms (H+~Ionen pro cm3 und pro
sec) gezelgt. Wie such schon Abbildung 16 auf Seite 116 abzulesen war,
finden fast alle Dissoziationsprozesse in einem schmalen Plasmaring, etwa
bei 6<r<8 cm, statt, also im Bereich EG<kTe<&0 eV. Die Molekildichte fdllt
hier awuf 3 c¢m iIin radialer Richtung um 8 GrioBencrdnungen. (Die
Molekiildichten sind trotzdem such innerhalb dieses Ringes mit fast glei-
cher statistischer Genauighkeit berechnet wie vor der Quelle, was mit der

Schitzfunktion xcon aus Kap. 3.3, Glg. 3.3.68, mbglich ist.)
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Zum Vergleich mit den Simulationsergebnissen bei groBeren Tokamaks (Kapi-
tel 4.3, 4.4 und 4.5) in Hinblick auf die dort bereits vorlisgende Tren-
nung des Kernplasmas von der Randschicht (d.h. Konzentration fast aller
atomaren Prozesse in siner duleren Zone) zeigt Abbildung 21 die iiber die
poloidale Koordinate gemittelten Quellterme (fir Modell U3) , die auch in

dieser Form in 1-D~Transportcodes eingshen.

Radiale Quellterme (UNITOR}

o Teilchenquelle IH'und & : PYC I L P N T
@ Epergresenke (el : esH e Hovevel-b0eV] (Wion'
& Energiesenke (H HIES ' +aE} em HUE e HIEvaE] W TemY)
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Abbildung 21. Quellterme flir Bilanzgleichungen: Radiale Verteilung
der durch FPlasma-Neutrslgas-Wechselwirkung bewirkten

Flisse

Die Xorrektheit der Quellterme fiir die Teilchenbilanzgleichungen wurde
(neben der globalen Bilanz) iberpriift, indem zusdtzlich der radiale FluB
yvon Neutralteilchen durch Fldchen r=const, herechnet wurde {mit
Ig(x}dl~r2*rl in Glg. 3.3.71, r;
Zentrum beim FEintritt bzw. beim Verlassen einer Zelle). Die radialen
Molekiilfliisse muBten aus okonomischen Griinden mit einer SchiEtzfunktion
berechnet werden, die zwischen Xcon und ¥ (Glg. 3.3.68 und 3.3.71) liegt,
was die Glattheit anbetrifft. (X wurde hinsichtlich einer o~Algebra
geglittet, hinsichtlich der Xcon noch nicht meBbar ist.) Die exakte Uber-
einstimmung dieser radialen Flisse (Molekille doppelt gezdhlt) durch Fla-

chen t=const. mit den innerhalb dieser Flidchen aufintegrierten

und Ty sind die radialen Abstidnde vom

Anwendungen bei festem Plasmahintergrund 121




Tellchensenken bzw. -Quellen (bis auf <£1%) ist ein Hinweis einerseits flr
die Erwartungstreue der durch Gldtten bzw. Randomisieren gem. 3.3.70 ab-

geleiteten Schdtzfunktionen als auch fiir die Korrektheit der Quellterme.

, . P i -3 13
4 auftraten Lnew)nﬁlu om bew. n&(0}=5°10

¥

Einige iber das ganze Torusvolumen integrierte Flisse, wie sie bei den
Simulationen U3 und
cmugj sind im folgenden zu einer Bilanz zusammengefaft (der erste Summand
bezieht sich auf die Limitereinstrdmung, der zweite auf die gleichfdrmige
Quelle auf der restlichen Gefdficberfliache):

Taballe 4.2.1

Teilchenflisse (Amp} us Ut

Guelle H 214 4+ 4BO w694 214 + 4LBO = 694
H, 106 + 6= 1086 106 + 0 o= 106

Reflektierte H 204 + 2535 = 4359 206 + 238 = 444

Neutralteilchen H2 62 4+ 14 0= 76 68 + 10 = 78

Quelle fiir H durch

Dissoziation von H2 244 + 19 = 263 286 + 16 = 302

HZ"Verlﬂsze durch

Dissoziation -~151 - 12 = ~163 ~163 - g = ~172

H-Verluste durch

Tonisstion -226 - 233 = -458 272 ~ 251 = =323

Teilchenfiiisse H 427 - 516 = -938 ~418 - 482 = =900

auf das Gefal Hz - 18 - 2= - 20 - 10 - 1 = « 311

Energiefiiisse (kW) (nur H-itome)

GQuelle 0.73+ 1.65= 2.38 0.74+% 1.6B= 2. 42

Ladungsaustausch 6.96+ 7.65= 14.61 6,40+ 6.05= 12,45

Dissoziation 085+ 0.07= (.92 1.006+ 0.05+= 1.05

Reflektierte H-Atoms 2.55+ 2.68= 5.23 1,874 1.76= 3.63

Energieflisse

auf das GefEB -8.19- B.43=-~16.62 =5.71- 5. 43=-11.14

Energleverluste durch

Tonisation “3.43- 3,58= -6.99 w4 31~ 4.03=- 8. 14

Als Recyclingfsktor Rec wird in /0.7/ der Quotient aus der Anzahl
ionisierter H-Atome zur Quellstirke definiert. Wir zdhlen die oben ge-
nannten Molekilflisse doppelt und schlagen der Ionisation den zusidtz-

lichen Teilchenverliust (fiir die Neutralteilchenbilanz) durch Dissoziation
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zu, dann ergibt sich hier der Wert Rec=0.67 fir Ul, Rec=0.58 fur U3 (wegen
des relativ geringeren Anteils an Reflexion im “gesdttigten” Limiterbe-
reich durch die zusitzliche zweite Quelle) , ca. 0.73 in /0.7/. Bei den
Rechnungen mit hBherer Plasmadichte (U4) finden wir Rec=0.73 bzw.

Rec=0.66 nach Uberlagerung der zweiten Quelle (Rec=0.8 in /0.7/).

Trotz der kleineren Flisse sind die iiber den ganzen Torus gemittelten
Dichten fiir Molekiile mit denen neutraler H-Atome vergleichbar, ndmlich
4.5“1011 meS und 2¢8°1011 cm“s fiir H bzw. H2 bei U3 und (wegen hoherer

Icnisationsverluste geringer) 5.8010% cn? baw. 1.9¢10 em™7 bei U4,

Ohne die reine H-Einstromung vom GefdBrand, also nur mit der Limiterqguelle
{Ul) ist die Molekiildichte sogar groler: }.5@1011 cmmz fir H und 2.6*1011

em™ 2 fiir H,.

Die Energiebilanz zeigt, dafl die in guter Ubereinstimmung mit /0.7/ beob-
achtete Zunahme der mittleren Neutralteilchenenergie bei hoherer
Plasmadichte nicht mit groferen Epergieverlusten durch Umladung auf
Plasmaseite verbunden ist, sondern an der geringeren Transparenz des
Plasmas fir Neutralteilchen und damit verbunden geringerer Energiedeposi-

tion auf der Wand liegt.

Zum Vergleich mit grdBeren Tokamaks sei noch eine "TeilcheneinschluBzeit
fiiy Teilechen innerhalb r" (r ist der kleine Radius)} angegeben, berechnet
als Quotient wvon Anzahl der Ionen innerhalb r und radialem Fluf} von
Neutralteilchen (Molekiile doppelt gezEhlt) durch r=const. Fiir diese
Zeiten ergibt Modell U2 die Werte tr:10m0.22 msec, zrmsza.éS msec und
rr:2m0.69 msec.

Die Absclutwerte skalieren iliber die Flisse umgekehrt proporticonal mit der
Quellstdrke. Letztere ist hier nur angesetzt und vermutlich eher zu hoch,
zumal bedingt durch unser Reflexionsmodell fiir Tonen am Limiter ein Teil

der 2“15}2l Teilchen/sec molekular vorliegt {(ca. 30%).

Entsprechende Rechnungen mit ASDEX-Parametern (siehe Kap. 4.3) ergaben
eine Zunahme der Einschlufizeiten fir Teilchen innerhalb r von aulen nach
innaen auf den 33-fachen Wert, bei FPlasmadichten um 101& meg im Zentrum

sogar eine Zunahme um bis zu drei Grdfenordnungen, was charakteristisch
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fir ein von der Randschicht {schlechter EinschluB) getrenntes Kernplasma

(guter EinschluB) ist.

Nicht direkt mit Hilfe des Monte-Carlo-Algorithmus, aber unter Benutzung
der damit erhaltenen Neutralgasdichten im Grundzustand wurde unter Ver-
wendung aines Stofl-Stahlungsmedells /4.20/ auch die Dichteverteilung der
H-Atome im ersten angeregten Niveau bestimmt, hier in Abbildung 22
exempiarisch fir das Simuistionsmodell U3 wiedergegeben. Der dazu verwen-
dete Programmteil wurde von C. Gillet (Univ. DMisseldorf) geschrieben. Er
ist z.B. auch in /0.7/ ausfihrlich beschrieben.

mi%??&qcmq} Dichte angeregter H-Atome {n= 2]

- ) > Haximum 7= 108 om?

h }—109m'3

BENG

1. Queiie auflen
2. Guelie Gefal)

L.

Abbildung 22. Dichte angeregter {(n=2) H-Atome: Radiale und poloidals
Verteilung, gemdf StoB-Strahlungsmodell /4.206/ (vergl.
Abbildung 18 auf Seite 119).

Das Profil ist durch die Wahl der Quellen fiir Neutralteilchen im Ortsraum
und durch die Quellstdrken stark variierbar und kann so auch mit gemes-
senen Hmeinienintensitétan und Linienprofilen {falls zusdtzlich die Ver-
teilungsfunktion der Neutralteilchengeschwindigkeiten in Richtung des
Sehstrahls berechnet wird, und wenn Strahlungs- und

Dreierstofrekombination ("Kopplung an das Kontinuum') nur
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vernachldssigbare Beitrdge zu den betrachteten Dichten in angeregten Ni-

veaus (n=2, n=3) liefern) in Einklang gebracht werden (lcc. cit.).

Der Unterschied des in Abbildung 22 auf Seite 124 gezeigten Profils zu den
in /0.7/ angegebenen beruht auf der dort auch auf der Torusinnenseite in
der HAquatorialebene (y=0) angesetzten gleichstarken Limitereinstroimung
wie von der AuBenseite, ferner auf der dort mit nur 40 A viel kleiner an-
gesetzten Quellstirke.
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4.3 ASDEX, POLOIDALER LIMITER

Den Rechnungen mit dem Datensatz A (aus Tab. 4.1.1) liegen im Bereich

O<r<40 cm an ASDEX gemessene Plasmaparameter (siehe Abbildung 2I3) =zu

Grunde.
& 20 o 48 a
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Abbildung 23. Plasmaparameter im Datensatz A: Experimentelle Werte
und Profile gem. Tabelle 4.1.1

In unserem Modell fdllt das Plasma dann von der bei r=40 cm angenommenen
Limiterinnenkante in einer 5 cm dicken Absch&dlschicht mit den Abfalladngen
1.5 cm bzw. 2.5 cm fir Temperatur bzw. Dichte ab. Dem schlief3it sich ein
plasmafreies Gebiet an. Die Neutralteilchen werden am "GefdB" bei r=55 cm
reflektiert. Der Abstand der Quelle vom Gefi hat EinfluB auf toroidale
Abfalldngen der Neutralgasdichte auf Grund einer effektiven Verbreiterung

der Quelle.

Wir haben hier ebenfalls (wie in Kap. 4.2} zweidimensional gerechnet, die

Profile nun aber nach einer radialen und torcoidalen Koordinate aufgeldst.
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Abbildung 24. Dichte neutraler H-Atome: Radiale und toroidale
Verteilung unter Annahme einer poleoidal umlaufenden
gleichmdBigen Linienquelle bei r=40 cm
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Abbildung 25. Dichte neutraler H-Atome: Radiale und toroidale

Verteilung Abbildung 24, hier zusatzliche

Neutralgaseinstrbmung von der Toruscberflache: r=535 cm}.

(vergl.

Abbildung 24 zeigt die Neutralgasdichte, resultierend aus einer poloidal

umlaufenden gleichverteilten

=40 om, z=0,
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{Zylinderapproximation)
In Abbildung 25 ist zusdtzlich eine gleichverteilte Neu~

Linienquelle bei
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tralgaseinstromung vem Gefsad (r=35 cm, 150 A&, l-dimwensional berechnet,

dann dem 2-D-Profil iiberlagert) beriicksichtigt.

T S — I

| ASDEX Dichte der H-Atome im langeregten Niveay In=2)
n, = bhrid? -~ ;
Te = 866 eV P j

i = 475 ey - i - Haximum: 35x70%
e - ! - -
W ‘ 10
[ ﬂ)r , PR T
i J . !

1. Guglie - 5084 r=ibem
%20

;rf'f/ < 2. Duwelle: 1504 r= S5cm
< 65 et AHE 1,29
7 aF
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Abbildung 26. Dichte der H-Atome im 1. angereglten  Niveau
{n=2): Radiale urnd toroidale Verteilung, REIW .
StoB-Strahlungsmodell /4.20/ {vergl. Abbildung 25 auf
Seite 1273,

Diie Dichte neutraler H-Atome im 1. angervegten Niveau (n=2) {(Abbildung 28)
spiegelt deutlicher die rdumlich begrenzte Neutralgaswechselwirkung mit

dem Plasme wieder.

Abbildung 27 auf Seite 129 zeigt den zu Abbildung 24 auf Seite 127 geht-

renden Variabilitdtskoeffizienten.

Trotz radialen Dichteabfalls uwm 2-3 Grofenordnungen ist die Rechengenau-~
igkeit praktisch unabhidngig vom Radius, sie fallt von ca. 4% Fehler nshe
bei der Quelle (2=0) auf ca. 10% statistische Schwankungen bei z=50 cm,
hdngt im wesentlichen also nur vom toroidalen Abstand ab. Dies wurde durch
einen nichtanalogen, das Plasmazentrum bevorzugenden Transportkern er-
reicht, der Zhnlich wie in /0.6/ durch Splitting und Russisch Roulette re~
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alisiert wird. VUnser Verfahren ist im Unterschied zu jenem aber
erwartungstreu, hat also keinen Einflufl auf die Resultate, sondern nur auf
die Effektivitdt des Codes.

Varizhilitdtskoeffizient

Abbildung 27. Variabilitdtskoeffizient: berechnet gem. (3.1.21} fir
das in Abbildung 24 auf Seite 127 gezeigte Profil.

Farner: Sehstrahlen fiir Berechnung der Umladungsspektren.

Um die mit einem in der Aquatorialebene seitlich vom Limiter weg
schwenkbaren Ladungsaustausch~Analysator, dessen Sehstrahlen in
Abbildung 27 angedeutet sind, gemessenen Umladungsflisse direkt aus der
Monte~Carlo-Rechnung ablesbar zu machen, konnen mit dem Rechencode im An-
schluf an die eigentliche Monte-Carlo-Rechnung unter Benutzung der 1-D,
2-D oder 3-D Neutralgasdichten die Fliisse umgeladener Neutralteilchen

ldngs beliebiger Linien aufintegriert werden. Explizit wird berechnet
(/0.6/):

1

S(E) = of ni“*exp(«E/k’ﬁ‘i)/kTiB/z’Elfz"nG'scxix,E} x

® exp(»efx Etot(S$E)dS} o
{4.3.1)

(ni: Ionendichte, Ty Neutralgasdichte, Syt Umladungsrate)

Entsprechend dem experimentellen Aufbau (siehe Abbildung 28 auf Seite
130) haben wir die Flisse (in: Teilchen{sec/cmzfstaradjeV} idngs finf
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Sehstrahlen berechnet, die alle den gleichen (Dreh~) Punkt x=213.5,
y=0.0, z=-11.5 cm haben, und deren Abstand von der Limiterposition, gemes-
sen auf der magnetischen Achse, 2=0.0, 2=15.0, z2=26.0, z=37.0 und z=48.0
cm betridgt.

Orehpunkf
Analysafor

Abbildung 28. Experimenteller Aufbau, schematisch /4.5/

Die Werte S(E) hdngen von der radial und toroidal ortsabhingigen Vertei-

lung der UmladungsstoBdichte n.en,es ab, fernmer noch von der Transpa-

renz des Plasmas fir Umladungsneutizie (letzter Faktor in (4.3.1)).
Beides kann sich unterschiedlich auf den hoch- und niederenergetischen
Teil des Spektrums auswirken, wenn man die Position des Sehstrahls relativ
zur Quelle flir Neutralteilchen und den Plasmaparametern (z.B. senkrecht

oder schrig aufs Plasmazentrum gerichtete Sehstrahlen) dndert.

Aus dey Steigung des hochenergetischen Teils des Spektrums kann die maxi-
male lonentemperatur lings des Sehstrahls geschitzt werden. Fir die im

folgenden angegebenen Werte haben wir die Steigung von

~1n(s(EY)/EMEy Y fur 3KT, < E < 8KT,

max i,max

5 maxzmaximale singegebene lonentemperatur langs der Inte-
»

grationslinie, hier also kTi,max = 425 eV}.

verwendet. (kT
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Wir finden fir die auf diese Weise rickgerechnete Ionentemperatur:

Sehstrahl 1 {z = 0) kTi = 396 (eV)
Sehstrahl 2 (z = 15) kTi =411 {eV)
Sehstrahl 3 (=2 = 26) kTi = 415 {eV)
Sehstrahl 4 (z = 37) kTi = 424 [eV)
Sehstrahl 5 (z = 48) kTi = 418 (eV)

Die groBere Genauigkeit mit zunehmendem torcidalen Abstand von der Li-
miterposition ist eine Folge abnehmender Beitrédge zur Umladungsstofidichte

im AuBeren, kdlteren Teil des Plasmas ldngs des Sehstrahls.

{/4.5/, /f4.6/% und theoretischer

Spektren ergaben zundchst eine zu kleine toroidale Abfallange letzterer

Vergleiche experimentell gewonnener

und damit auch der zu Grunde liegenden Neutralgasprofile. Allerdings
stimmten berechnete Spektren in groBerem Abstand von der Quelle sehr gut
mit den Experimenten iiberein. Abbildung 29 zeigt einen solchen Vergleich
fiir Spektren zum Sehstrahl 5 und einem weiteren Sehstrahl 6 (z=114 cm,

senkrecht auf die magnetische Achse gerichtet}.

o v+ v fxperiment
e Monte Carlo
850 & Duellstike)

tisec/imitevisterao

#(E}
,f/

tbbildung 29. Vergleich numerisch

Spektren:

experimentell und gewonnener

hier ldngs zweier Sehstrahlen in grofiem

Abstand vom poloidalen Limiter
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Diese gute Ubereinstimmung ist relativ unempfindlich (mit Schwankungen
£30% in den Energiespektren) gegen Modifikationen des verwendeten
Reflexionsmodells, hier lag =zu Grunde: HModifikation 4, d.h. 100%
Recycling und 5 mit el=l, e2=0.5, e3=0., d.h. diffuse Reflexion, aber
Reflexionswahrscheinlichkeit wund Energiereflexionskeeffizient abhingig
vom Einfallswinkel. Die H-Atome {raflektierte Tonen mit,
maxwellverteilter Geschwindigkeit bei einer Temperatur von 60 eV) star-
teten cosinusverteilt um eine Parallele zur z-Achse in der radislen Posi-
tion r=40 cm. Die Quellstidrke mufite mit 690 A angesetzt werden (24.3'1021

Teilchen/sec).

Die Hinzunahme der zweiten Neutralgasqguelle zur Simulation des Recyeclings
am GefdB konnte zwar die Ubereinstimmung mit den ldngs der Sehstrahlen 1
bis 4 gemessenen Spektren verbessern, gleichzeitig ging dann aber die
Ubereinstimmung beim Sehstrahl 6 verloren. Die gleichfSrmige Neutralgas-
einstromung vom GefdB gewinnt j& mit wachsendem Abstand vom Limiter an
Einfluf auf das Gesamtverhalten. Wir glauben deshalb, die beobachteten
Abweichungen in unmittelbarer Limiterndhe auf Nebeneffekte, z.B. verur-
sacht durch den Duct fiir den Ladungsaustauschanalysator direkt neben dem
Limiter oder eine poleoidal nicht gleichftrmige Limiterwirkung, zurickfiih-
ren zu kénnen, wihrend sbgesehen davon das Neutralgasverhalten vom Code

korrekt wiedergegeben werdan kann.

Ubereinstimmend mit den experimentellen Befunden (loc.cit.) muf dann ge-
schlossen werden, dad bei Entladungen mit materiellem Limiter {anders als
bei Divertorentladungen) Recycling am Gefdf als primidre Quelle fir neu-
tralen Wasserstoff nur eine untergeordnete Rolle spielt. Unter dieser An~
nahme (auch die Neutralgasquelle durch Volumenrekombination wurde hier
nicht beriicksichtigt, dazu siehe Kap. 4.4 und 4.5) und mit der aus dem
Yergleich mit dem Experiment gewonnenen Quellstdrke von 690 4 am Limiter
iiefern die Monte-(Uarlo- Rechnungen unter anderem die in der Tabelle 4.3.1

auf Seite 133 gufgelisteten Schitzwerte,
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Taballe £.3.1 Ani A7 At A ‘

Teilchen~ und Energieflisse (A4 hzw. kW)

Flisse vom Limitery 650 A -- -- -
13.8 kW - - -
{C¥)Y~Flisse auf die
Wand 388 A 275 & 1546 A& 3¥0/14 A
im Energiebereich:
OsEs 5 eV 45 A 27 A& 1006 A 45714 A
SEEL250 eV 291 A 190 A 4B2 A 27270 A&
200€E2400 eV 37 A Gl & 45 A 4270 A
Leistungszunshme durch
Ladungsaustausch 73.5 kW 83.3 kW 71.1 kW 68.7 k¥
Leistungsverlust durch
Tonisation 6.1 kW 6%.5 kW | 60.0 kW 58.6 kW
Neutralgasdichten {1/cm®)
Torusmittelwert 2.6E8 * . 0OES 1A6£§OI 1.8E10/5.9E9

in der toroidalen Po-
sition des Limiters:
Mittel iiber poloida-

len Juerschnitt 1.1E1} 1.1E11 1.2E11 9. JEIG/8 4810
bei p=0 5.7E8 5.7E8 4. 7E8 4. 4E870.0
p=at 6.9EL1 1.2E12 7.1E11 6.7E11/0.0C

Abfalldnge der Dichte in toreidaler Richtung {em)

Mittel dber poloida-

len Querschnitt 8.2 i7.8 51.7 16.3/26.2
bei puQ 21.0 23.8 20.1 19.8/ =~
p=40 11.4 4.1 11.8 10.5/--

im Text beschriebenes Simulationsmodell

wie 1, aber die Teilchen sterten am Limiter cosinusverteilt um eine
senkrecht auf die magnetische Achse gerichtete Wandnormale

wie 1, aber e3=1, d.h. mit Anteilen von gerichteter Reflexion, vergl.
Seite 107

N wie 1, aber Modifikation 3 des Reflexionsmodells, d.h. H2~Moiekﬁle

explizit im Modell beriicksichtigt

Bei TEXTOR-Entladungen findet dagegen vermutlich ein wesentlicher Teil
des Recyclings am Liner statt. Eine quantitative Aussage sollte moglich
sein, wenn man gemessene Umladungsspektren, aufgencmmen in
unterschiedlichen Positionen relativ Zh den Limitern, mit
Simulationsergebnissen vergleicht. Die theoretischen Werte sind dabei in
unmittelbarer Limiternshe zwar statistisch prédziser, die modelilbedingten

Unsicherheiten werden dort aber grofer.
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4.4 TEXTOR, DREIDIMENSIONALE RECHNUNGEN

Abbildung 30 zeigt den poloidalen Querschnitt bei Rechnungen mit dem Da-
tensatz T (Tab. 4.1.1), die Plasmaparameter sind Transportcoderechnungen
angepalit und in Abbildung 31 gezeigt.

pl

Saalier ngs Tk s Peloidaler Querschett (TEXTOR)

ieral

Abbildung 30. Poloidaler Querschnitt: Datensatz T (Tab., 4.1.1), mit
Limiterflachen, vergl. Kap. 3.6.5

Plasmaparameter {TEATORY und Neotralgasdithie

13
Wit

[swbLy - 43 3 pgpselenay

20 " 50 aoss
RADISS, 1LKI

Abbildung 31. Plasmaparameter und Neutralgasdichte (TEXTCR), vergl.
Tab.4.1.1

Fir die Quellstdrke an den Limitern ergab sich bei diesen Rechnungen 1190

Amp, dieser Wert wurde auch zur Skalierung aller hier angegebenen Ergeb-

nisse verwendet.
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Es wurden radial, poleoidal und toroidal aufgeltste Profile berechnet
unter Berticksichtigung der toroidalen Geometrie. Bei einem Teil der Liaufe
(T1) lag die Quelle auf der Torusinnenseite (der linke in Abbildung 30 auf
Seite 134 gezeigte Limiter), somst (T2) ist der duBere (rechte) Limiter
die Quelle der 11%0 Amp H-Atome. Die Neutralteilchen starten ven dort
(kleiner Radius gleich 50 cm, Gleichverteilung in poleoidaler Richtung auf
dem Limiter und feste toroidale Pesition ¢=0) moncensrgetisch (60 eV} und

cosinusverteilt nach innen.

In den Abbildungen 32 bis 37 sind einige poloidale Dichteprofile in ver-
schiedenen torcidalen Abstdnden nehA¢ (A4=12°, n=0, n=2 und n=5) gezeigt,
und zwar fir den inneren Limiter {(Abb. 32, Abb. 33 und Abb. 34, alle auf
Seite 136) sowie fir den #uBeren (Abb. 35, Abb. 36 und Abb. 37, alle auf
Seite 137},

Die Rechnungen zeigen kleinere Abfallidngen Rtor deyr iiber einen poloidalen
Querschnitt gemittelten Dichte in toroidaler Richtung fiir den Fall T2 (du-
Berer Limiter), namlich ktor =18 om (gemessen auf der magnetischen Achse},
gegenuber ktormzs em fir dep Fall T! {innerer Limiter). Dies bestdtigt die
schon in Kapitel 4.2 angefithrte geometrische Erklarung toroidaler Effekte

anf das Neutralgasverhalten.

Die erwdhnten mittleren Dichten betragen (pro 1190 Amp Quellstidrke}:
1e10* (T2) baw. 7.5¢10°0 (T1) fur ¢=0° ¢8.1010°% + 1.ze10Mt (T2M) baw.
6.2¢10°0 + 9101010 (T1M)). TIM bzw. T2M sind die gleichen Modelle wie T1
bzw. T2, mit der einzigen Ausnahme, daB die Modifikation &4 des
Reflektionsmodells durch die Modifikation 3 (explizite Berucksichtigung
neutraler Molekiile, 100% Recycling bei doppelt gezdhlten Molekillen) er-
setzt wurde. Nach wie vor entstehen an der Quelle (dem Limiter) in diesem
Modell nur H-Atome, wihrend des random-walks verwandelt sich das
Testteilchen u.U. mehrfach in 2in Molekil {(bei Wandprozessen) und wieder
zuriick in ein H-Atom (durch Dissoziation). Folgerichtig wird nach dieser
Anderung des Reflexionsmodells vom Code zusitzlich ein dreidimensionales

Dichteprofil fur szMolekﬁle ausgegeben.
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Abbildung 32. Dichte neutraler H-Atome (cmﬂg): Radiale und poloidale

Verteilung in der torocidalen Position ¢=0° der Limiter,
Quelle:; innen
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Abbildung 33. Dichte neutraler H-Atome {cm“S}: vergl. Abbildung 32,

hier: toroidaler Abstand ¢=24" von den Limitern.
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Abbildung 34. Dichte neutraler H-Atome {cm‘3): vergl. Abbildung 32,

hier: toroidaler Abstand ¢=60" von den Limitern.
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Abbildung 35. Dichte neutraler H-Atome (cm

Verteilung in der toroidalen Position 4=0°% der Limiter,
Quelle: aulen

}: Radiale und poloidale
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Abbildung 36. Dichte neutraler H-Atome (cmws}: vergl. Abbildung 35,

hier: torcidaler Abstand ¢=24" von den Limitern.
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Abbildung 37. Dichte neutraler H-Atome {cm_3): vergl. Abbildumg 35,
hier: toroidaler Abstand ¢=60° von den Limiternm.
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Der zweite Summand der oben fir TIM und T2M angegebenen gemittelten Dichte
ist aus diesem Profil berechnet, der erste ist die Dichte der H-Atome, die
nun wegen der expliziten Beriicksichtigung wvon Molekiilen bei gleicher

Quellstdrke geringer ausféallt.

Im toroidalen Abstand ¢=24° ergibt sich:

1.8‘169 (T2} bzw. 4.}*109 {T1) und bei expliziter Bericksichtigung von
Molekiilen:

1.0010° + 3.30107 (T2M) bzw. 3.2010° + 6.8010° (TIM), ferner, im
toroidalen Abstand ¢=60° von den Limitern: 7.3¢10% (T2) bzw. 7.8+107 (T1)
sowie 1.2010% + 2.6910% (T24) baw. 7.20107 + 20108 (1)

Die radisle Abhidngigkeit der HZ-Dichte ist ahnlich wie schon am
Simulationsbeispiel U (UNITOR)} gezeigt. Hier ist die Dichte praktisch
konstant im Bereich 50<r<55 cm (ca. 3.501010) und fd1lt dann in dem Strei-

fen 45<r<50 cm vollstidndig auf Null ab.

Die poloidalen Abhdngigkeiten der Neutralgasdichte mit den Maxima bei den
Limitern (also bei 8=0° im Fall T2 oder T2M und bei 8=180° fiir T1 und T1M)
werden mit zunehmendem toroidalem Abstand geringer, die Maxima sind bei
¢=48° gleichmifig verschmiert. In noch groBerem toroidalem Abstand von
der Quelle bildet sich poloidal ein Dichtemaximum auf der Torusinnenseite

aus, also selbst dann, wenn das Plasma durch den Limiter auflen begrenzt

wird.

Allerdings wird hier die Volumenguelle durch Strahlungsrekombination (1.7
Amp bei Verwendung der in Kap. 4.1.3 gexeigten Raten) wichtiger. Sie lie-
fert eine Dichte von ﬂ&.é“l&é c:m“3 im Torusmittel, abfallend von 1.3‘10?

am Liner auf 6*105 im Plasmazentrum.

Dies ist =z.B. fir die Wahl des torcidalen Abstandes eines Neuwtral-
teilchenanalysators von der Limiterposition von Bedeutung. Ist dieser Ab-
stand bei den hier verwendeten Plasmaparametern kleiner als ca. 40°%, dann
missen zur Interpretation der Messungen auch durch Limiterwirkung be-
dingte poloidale Abhidngigkeiten in Betracht gezogen werden. Als Beispiel
dazu haben wir die Umladungsfliisse bei ¢=24%, Limiter auBen, in verschie-

denen poloidalen Positionen § berechnet,
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Abbildung 38. Numerische Umladungsspektren: integriert
verschiedener senkrecht auf die magnetsche

gerichteter "Sehstrahlen”.
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In Abbildung 38 sind die Fliisse gezeigt, sowie die daraus berechenbaren

Tonentemperaturen. Bemerkenswert ist der Wendepunkt in der zum gegeniiber
der Quelle liegenden Analysator gehirenden Kurve. Er erkldrt sich aus den

schon im vorigen Abschnitt erwdhnten Effekten durch ortsabhiéngige Umla-
dungsstoldichte und Plasmatransparenz.
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Abbildung 39. Wérmegquellen
Ionisation:
141

Kisiner Radwus R {om)

durch Ladungsaustausch
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Die Abbildung 3% auf Seite 139 zeigt die radiale Verteilung der Quellterme
durch atomare Prozesse fiir die Energiebilanzgleichungen. Die Dicke der
Randschicht {gem. der Definition in der Einleitung) betrdgt im hier be-
schriebenen ¥all 30 cm. 98% der insgesamt ca. 200 kW Energisverluste durch
Umladungsstdfle stammen sus dieser Schicht, ferner finden hier auch 98%

aller Jonisationsereignisse statt.

In den Abb. 41, Abb. 42 und Abb. 43 (alle auf Seite 141) sind die StoBdich-
ten fiir Ladungsaustausch, fir Ionisation durch Elektronenstol sowie der
Energieverlustterm durch Umladung =zusdtzlich poleoidal sufgelést. Der
Variabilitdtskoeffizient (fir Abb. 41 auf Seite 141} ist in Abb. 40 ge-
zeigt.

Das Maximum der lonisationsstoBdichte (1'1016 Ionisationen pro sec und
pro cm3) liegt ca. 5 cm innerhalb von der Limiterinnenksante (hier bei 50
cm angesetzt) und fEllt in poloidaler Richtung nach ca. 90°%, in radialer

Richtung wieder nach etwa 30 cm, auf 1% ab.

Die UmladungsstoBdichte verh#lt sich dhnlich, lediglich die Absolutwerte

liegen etwas hoher {1_65*1015 im Torusmittel gegeniiber 7.2“101& fir

Ionisation}.

Varighilit st skoef fizient
TEX TSR -

e = 372 0%

Te « 630 fe!

Ti o« 600 tev!

Abbildung 40. VarisbilitBtskoeffizient fir UmladungsstoBdichte~
profil: vergl. Abbildung 41 auf Seite 141
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Abbildung &1. LadungaustauschstoBdichte: Radiale and poloidale

Verteilung, gemittelt iber die torcidale Koordinate
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Abbildung 43. Energieverlustrate durch Ladungsaustausch: Radisale
und poloidale Verteilung, gemittelt liber die toroidale
Koordinate
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Der Einfluf des Reflexionsmodells {(hier: in jedem Fall 100% Recycling beil
doppelt gezidhlten Molekillen) sowie der Plasmabegrenzung durch den Limiter
{innen oder auflen) ist in einer globalen Bilanz in Tab. 4.4.1 zusammenge-

faBt {die statistischen Fehler der einzelnen Posten sind kleiner als 5%).

Tabealle 4.4.1
T1 T2 TIM T2M TR
Teilchenflisse {(Amp)
Quelle {pur H) 119¢ 1190 1180 1190 1.67
Reflexion H 810 950 380 L40 .95
H2 - - e 230 270 -
Quelle filr H durch
Dissoziation von ﬁz - - 300 350 -
Verluste von Hz
durch Disscziation - o -220 ~260 -
Flisse auf den
Liner H -810 ~950 -820 -950 «0.95
H, --- mee =10 = 17 v
H-Verluste durch
Tonisation -1190 ~1190 -1030 -1010 -1.67

Energiefilisse (kW) (nur H-Atome)

Quelle 71.4 71.4 71.4 71.4 0.75
Ladur gsaustausch 213.5 212.6 183.3 185.1 0.10
Reflektierte

Neutralteilchen 32.4 36.8 28.1 3i.0 0.05
Dissoziation von Hz - - 1.05 1.23 -
fonigation -176.0 ~167.8 -162.2 -151.0 -0.61
Flisse auf den

Liner -138.8 ~153.1 -123.8 ~134.4 -0.28

{Im Modell! TR wurde als einzige Quelle Strahlungsrekombination beriick-
sichtigt, ferner wurde hier in Zylinderapproximation gerechnet und die
Modifikation 4 - 100% Recycling, aber Molekiile nicht explizit behandelt -
verwendet}.
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4.5 JET, NICHTKREISFORMIGER QUERSCHNITT

Der D-formige Plasmagquerschitt bei Simulationen mit dem Datensatz J ist in
Abbildung 44 gezeigt. Als (Quelle haben wir einen auf der Aufllenseite um-
laufenden "torcidalen Limiter” angesetzt, chne rdumliche Ausdehnungen zu

beriicksichtigen {Linienqguelle}.

SkplineingsEsictor Bolgidaler Guerschostt {JEY]

PR

AR 225 VE 8% sk

Abbildung 44. Poloideler Querschnitt (JETY: Datensatz J (Tab.
4.1.1), System Xd o {vergl. {3.6.2})

Die HNeutralteilchen starten in diesem Modell dort monocenergetisch mit

einer Energie von 10 eV cosinusverteilt nach innen.

Die Absorptionsmechanismen sind bei den hier angenommenen
Plasmaparametern so stark, daBl die iibliche Splitting- und Russisch
Roulette Technik, wie sie auch in anderen Monte-{Carlo Codes oft eingesetzt
wird, mnicht mehr ausreicht. Die Abbildung 45 auf Seite 144 und

Abhildung 46 auf Seite 144 =zeigen bei gleichen Rechenzeiten die
Variabilitdtskoeffizienten fiir das Dichteprofil Abbildung 47 auf Seaite
145, einmal berechnet mit einem analogen und einmal mit einem nichtana-
logen Transportkern (der die Torusinnenseite bevorzugt, siehe Anhang
B.1). Zufallzahlen mit der Verteilung des nichtanalogen Transportkerns
wurden mittels kinstlicher Spaltungs- und Absorptionswmechenismen gezogen.
Dies ist bei weitem noch nicht optimal, konnte aber unter Erhaltung der
vollen Allgemeinheit des Codes programmiert werden, so daB derzeit durch

Setzen von Inputparametern ein stetiger Ubergang von analogen zu nicht-

Anwendungen bei festem Plasmahintergrund 143




analogen Verfahren miglich ist. In einer agusschlieBlich fir Simulationen
von JET-Entladungen ausgelegten Version des Codes sollte stattdessen ni-
her am nichtanalogen Kern gesammelt werden, um Schwankungen in den stati-

stischen Gewichten zu démpfen.
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Araloges Verfohren
25 OO0 Testreilchen

o

.-"‘

s P
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Abbildung 45. Variasbilitdtskoeffizient fanalog): Radiale und
poloidale Verteilung des relativen statistischen Fehlers
fir das Profil in Abbildung 47 auf Seite 143 gem.
{(3.1.21), hier: analoges Verfahren

JET Relgtiver statistischer Fehier

Nienicrolages Verfohren
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Abbildung &6, Variabilitdtskoeffizient (nichtanalog): wvergl.
Abbildung 45, hier: nichtanaloges Verfahren

Statistische Fehler grofler als 100% werden vom Code nicht mehr ausgegeben.
Es wurde nicht versucht, iiber den ganzen poloidalen Querschnitt mit dem
analogen Verfahren Fehler kleiner als 100% zu erzielen. Die notigen Re-

chenzeiten auf dem Rechner der Kernforschungsanlage Julich, wo der Code
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installiert ist, wire in Tagen zu messen, zu vergleichen mit einigen Minu-

ten (4 min in Abbildung 46) fiir den nichtanalogen Algorithmus.
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Abbildung 47. Dichte neutraler H-Atome (cm-a): Radiale und poloidale
Verteilung in einem grofen dichten Plasme (JET) bei

reiner Limitereinstrdmung von der TorusauBenseite (1000

Amp}
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Abbildung 48. Dichte neutraler H-Atome (cmna): vergl. Abbildung 47,

hier zusdtzliiche Neutralgasguelle durch Strabhlungs-

rekombination (7 Amp)
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Die Ergebnisse in diesem Abschnitt sind suf 1000 Amp (uellstdrke am Li-

miter normiert.

Bie Neutralgasdichte f&dllt in radialer Richtung in etwa 30 cm, poloidal
nach ca. 30% suf 1% des Wertes direkt an der Quelle ab, insgesamt um & Gro-

Benordnungen.

POt ionisationsstolldichte [Elektronenstofl]
Pon, s % lem R
P Tes W ke
Tioe W kev Famous 552 0¥
" - P
femTgec ], fee e
0 -, -
4% T
" s -
1t LI Y
0 g C T
1w il
W e
N
W “
Y ’X’-’.»; w
ut ap H
Punitquétle bl 1a,/y l =0132000!

| toroudaler |iiter i :
Gueilstérke WA

Leistung : 1w

Speties: K~ Atome

Abbildung 4%. IonisgtionsstoBdichte (Elektronenstof): Radiale und
poloidale Verteilung bei reiner Limitereinstromung
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Abbildung 50. IonisationsstoBdichte {IonensteB): vergl,

Abbildung 49

Die Abbildung 4% und Abbildung 50 zeigen die radial und poloidal aufgelt-

sten Stofdichten fiir Ionisation durch Elektromenstol bzw. durch

Ionenstof. Letztere Stoldichte ist im Torusmittel zwar wesentlich kleiner
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(6.90101

4o1013

und ist auf der magnetischen Achse sogar groBer (2¢10

Ionisatianen/secﬁam3 und pro 1000 Amp Quellstdrke, gegeniiber
fiir Elektronenstof), sie wird aber im Plasmazentrum vergleichbar
10 g

bzw. 81073},

Die Neutralgas“temperatur" (Abbildung 51 auf Seite 148} lag bei allen
Rechnungen mit Datensdtzen J oder dhnlichen Plasmaparametern im Zentrum
hoher als die Jonentemperatur. Vermutlich k&nnen wegen der sehr starken
Absorptionsmchanismen nur solche Neutralteilchen in diesen Bereich vor-
dringen, deren Energie oberhalb der mittleren (der Ionentemperatur ent-
sprechenden) Energie umgeladener Neutralteilchen liegt. Hierdurch bleibt,
wie schon bei den Simulationsldufen mit dem Datensatz U (UNITOR}, dort
allerdings wegen zu schwacher Kopplung an das Plasma, die Geschwindig-
keitsverteilung der H-Atome bis ins Plasmazentrum stark anisotrop. Das
Maximum fur die mittlere HNeutralteilchenenergie liegt bei unseren
Simulationen mit dem Datensatz J bei ca. 22 keV, in der Aquatorialebens
und 20 cm jenseits der magnetischen Achse, von der Quelle aus gesehen (fir
Ionen liegt dieses Maximum genau auf der magnetischen Achse und betrdgt in
unserem Modell 15 keV). Durch Beriicksichtigung von Volumenrekombination,
die unter Verwendung der in Kap. 4.1.3 gezeigte Raten bei den Parametern
des Datensatzes J eine Quellstdrke von 7 Amp liefert, entstehen im
Plasmazentrum mehr thermische H-Atome, das Maximum betrdgt dann nur noch
18 keV, und eine statistisch signifikante Abweichung von der magnetischen

Achse ist nicht mehr erkennbar.

Dies wirkt sich auch auf die Ionentemperaturbestimmung mittels
Ladungsaustauschanalysatoren (siehe Kap. 4.3} aus. Dlie stdrkeren
Gradienten in der UmladungsstoBdichte und die kleinere Transparenz des
Plasmas fir im Zentrum durch Umladung entstandene Neutralteilchen macht
das Meflergebnis stdrker von der Position des Sehstrahles abhdngig. Es
fiihrt insbesondere je mnach Limiterposition auch 2zu iberschétzten
Ionentemperaturen, widhrend wir bei Simulationen der Verhdltnisse von
Tokamaks der derzeitigen GrioBenklasse (ASDEX, TEXTOR, etc.) auf Grund der
Beitrige von weiter auflen umgeladenen H-Atomen zumeist eine Unterschat-
zung der Ilonentemperatur durch dieses Messverfahren vorfanden. Letzteres
ist auch der Fall, wenn bei Simulationen mit dem Datensatz J die
Sehstrahlen in der Nahe der Aguatorialebene liegen (wegen der hier

lokalisierten Umladungsstofidichte)}.
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Abbildung 51. "Kinetische Temperatur (keV)" neutraler

H-Atome: Radiale und poloidale Verteilung (maximale
Tonentemperatur: 10 keV)

8 sei der poloidale Winkel, gemessen von der Torusaufenseite und der
Aguatorialebene aus (also von der Limiterposition aus), dann finden wir
bei einer "wirklichen' (im Code angesetzten} Ionentemperatur von 10 keV im
Plasmskern iiber das Umladungsspektrum fiir Sehstrahlen (immer senkrecht

auf die magnetische Achse gerichtet) in den durch 8 definierten poloidalen

Positionen die in Tab. 4.5.1 angegebenen ''gemessenen' Ionentemperaturen
{in keV).
Tab. 4.5.1
J Ji J2 J3 JR R c
g= 0| 5.7 5.8 6.1 6.4 6.8 11.1 6.0
6 =30} 6.3 3 6.5 8.4 11.3 7.0
=60} 8.3 7.2 7.1 6.6 11.3 12.1 11.1
8 =90° | 17.4 3 8.0 6.7 13.1 12.8 20.4

J steht fur den oben beschriebenen Datensatz, also reine

Limitereinstrdmumg, 1000 Amp. Bei Ji, J2 und J3 wurde als einzige Anderung
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14 13

die Plasmadichte wverringert, und zwar von 1¢10
se101% (32) und 1010%3

Spalten ist die abnehmende Abhdngigkeit der gemessenen Ionentemperatur

{J} auf 7¢10 (I,
{(J3) im Zentrum. Deutlich ablesbar aus den ersten 4

von der poloidalen Position des Sehstrahles mit zunehmender freier Weg-
ldnge der Umladungsneutralen (die umgekehrt proportional zur Plasmadichte
ist}).

Im Datensatz JR ist zusidtzlich die Volumenquelie durch
Strahlungsrekombination beriicksichtigt. Wie stark hierdurch im realen Sy~
stem die MeBgenauvigkeit vergrofiert wird, hdngt von der tatsachlichen
Quellstdrke am Limiter ab., Mifit man in einer torcidalen Position, in der
Einflilase der Randschicht keine Rolle spielen, dann ergibt sich das mit
dem Datensatz R {vorletzte Spalte von Tab. 4.5.1, Strahlungsrekombination
als einzige Quelle filr Neutralteichen) simulierte Verhalten. Die
{schwache) Abhdngigkeit wvon 8 ist bei der Thier vesrwendeten
Zylinderapproximation ausschlieBlich auf den vertikal elongierten

Plasmaquerschnitt zuriickzufilhren,

Ersetzt man die D~formigen Flufiflichen durch volumengleiche kenzentrische
Kreistori (dann bleibt das Torusvolumen und auch die Anezahl der Jonen und
Elektronen glebal und lokal zwischen zwei FluBfldchen erhalten), dann er-
gibt sich {zum Vergleich mit der ersten Spalte) das in der letzten Spalte
unter 'C’' angegebene Bild. Da nun Effekte durch die "Shafranov-Shift"
nicht mehr im Modell beriicksichtigt sind, durch die das Plasmazentrum néd-
her beim Buferen Limiter lag, liegt die "gemessene" Ionentemperatur schon
bei kleineren poloidalen Winkeln 8 oberhalb der tatsdchlichen

Ionentemperatur.

Anwendungen bei festem Plasmahintergrund 149




5.0 ZUSAMMENFASSUNG, DISKUSSION DER ERGEBNISSE

Eine theoretische Beschreibung des Neutralgasverhaltens in der Rand-
schicht einer Tokamakentladung erfordert eine genaune Behandlung atomarer
und molekularer Prozesse wie Dissoziation, Ionisation, (diagonale und
nichtdiagonale} Umladung sowie der Wandprozesse Reflexicn, Absorption und
Reemission. Das Transportverhalten wird analytisch durch ein System von
Integralgleichungen oder Integrodifferentislglieichungen beschrieben, in
dem die Gleichungen iiber die Terme fur nichtdiagonale Prozesse gekoppelt
sind. Dies kann sowohl den Integralkern als auch die Randbedingungen be-

treffen.

Zu einer mtglichst vollstdndigen modellmdBigen Erfassung der Wirkungs-
weise verschiedener Konzepte zur Beeinflussung der Randschicht ist eine
flexible, im Einzelfsll aber detailierte Behandliung der Quellen fiir Neu-

tralgas (durch Plasma-Wand-Kontakt) ndtig.

Numerische oder gar analytische Losungen der Transportgleichungen lassen
sich nur unter stark vereinfachenden Annahmen gewinnen. Statistische
("Monte-Carlc''~) LOsungsverfahren sind bei solchen komplexen Modellen das
geeignete Mittel, 2zumal im hier verliegenden Fall eine wahrschein-

jichkeitstheoretische Formulierung der Aufgabe besonders natirlich ist.

In der wvorliegenden Arbeit wurde in Anlehnung an Methoden aus der
Neutronentransporttheorie gezeigt, dall dies nicht einen Verzicht auf ex-
akkte theoretische Begriindung des Verfahrens bedeuten muB. Insbhesondere
wurde die Beziehung zwischen dem stochastischen ProzeS B, der im Rechner
als mathematisches Modell des physikalischen Modellprozesses A nachge-
bildet wird, und der gesuchten Ldsung der Boltezmanngleichung hergestellt.
Im Monte-Carlo-Algorithmus ist diese Beziehung in Form einer erwartung-

streuen Schitzfunktion XA/B enthalten.

Phys. Modell 331 Boltzmann- 333 Mathem, Modell
oot . oo
Prozefl A 332 gleichung Prozell B

7
Schdtzfunktion X
Ldsung 33,4 AlB
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fiie Freiheiten in der Wahl des Prozesses B mit entsprechend angepaliter
Schiatzfunktion XA/E kdnnen zur Steigerung der Effektivitdt (statistische
Varianz pro Rechenzeit) des Algorithmus benutzt werden (Kap. 3.4), davon
wurde in gewissem Umfang beim hier beschriebenen Monte-Cario-Code Ge-

brauch gemacht {Kap. 3.5 und Anhang B.1).

Es zeigt sich, daB solche nichtanalogen Verfahren mit zunehmender GriBe
der Tokamakexperimente an Bedeutung gewinnen, wegen der relativ zu den Ge-
fidBabmessungen kleiner werdenen freien Wegldngen fiir Neutralteilchen, wo-
durch im Falle einer analogen Simulation groBe statistische Schwankungen

in den Ergebnissen hervorgerufen werden.

Zahlreiche Verfahren, die urspringlich fiir Neutromnentransportcodes ent-
wickelt wund erprobt worden sind, kEnnen nach Anpassung auch fiir die
Tokamaksimulation eingesetzt werden. Das Konzept der '"bedingten Erwar-
tungswerte" sowie die "exponentielle Transformation des Transportkernes"
{als Verallgemeinerung der auch schon in anderen Neutralgascodes einge-
setzten "Splitting- und Russisch-Roulette" Technik) gewdhrleisteten die

angestrebte Flexibilitdt im hier entwickelten Monte-Carlo-Code.

Mit den Simulationsbeispielen in Kap. 4.2 - 4.5 wurde die aligemeine Ein-
setzbarkeit des Verfahrens beil unterschiedlichen Symmetrieverhdltnissen
und iiber grofie Bereiche von Plasmaparametern demonstriert, insbesondere
wurden fiir Teilchendichte, StoBdichten und mittlere Teilchenenergie radi-

al, poloidal und/oder toroidal aufgeliiste Profile berechnet.

Der Rechencode ist derzeit noch nicht an die Bedingungen eines speziellen
Tokamakexperimentes angepaBt und demnach auch nicht fir konkrete Frage-
stellung optimiert. Trotzdem lassen sich einige Schiuﬁfnlgefnngen aus den
Ergebnissen der notwendigerweise nur exemplarisch ausgewdhlten

Simulationsbeispiele zichen:

Die fir einen Reaktorbetrieb notwendige Trennung des Plasmakerns von der
Randschicht erfordert sine Mindestgrofe des Tokamaks. Sie wird bei den Ex-
perimenten der derzeitigen Grofenklasse {TEXTOR, ASDEX, etc.) bereits er-
reicht, wenn auch die Randschicht (hier ca. 30 om dick) den griferen Teil
der Entladung ausmacht. Die Dicke dieser Schicht hi#ngt aber auch vom
poloidalen und toroidalen Abstand von der Neutralgasquelle (Limiter,
Divertorschlitze oder GaseinlaB) ab. Dem muf bei der Interpretation von

MeBergebnissen (Hmn Spektroskopie, Ladungsaustausch-Spektroskopie etc.)
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Rechnung getragen werden; nicht nur die Absolutwerte der gemessenen Flig-
se, sondern auch die daraus srrechneten Jonentemperaturen hangen von dery
Position der Analysatoren relativ zu den Quellen fiir Neutralgas ab. Durch
Vergleich wveon Ladungsaustauschflissen, gemessen mit unterschiedlich
positionierten Detektoren, mit berechneten, zwei- oder dreidimensional
giifgeldsten Neutralgasprofilen lassen sich Aussagen iiber die Stdrke der
beteiligten Neutralgasguellen (z.B. Recycling am GefdB, Recycling am Li-
miter, Gaseinlaf und Strahlungsrekombination) gewinnen. Fir TEXTOR ist

z.B. die Neutralgasdichte durch eine lckale ca. 1000 Amp starke Limite-
reinstromung in ungefdhr 60° toroidalem Abstand vergleichbar mit derjeni-
gaen durch Strahlungsrekombination. Dagegen zeigten die Simulationen mit
JET-Parametern {toroidaler Limiter) ein iiber den ganzen poloidalen Quer-
schnitt mit Ausnahme eines kleinen Bereichs nahe dem Limiter von der Volu-

menquelle dominiertes Neutralgasprofil.

Mit einigen ersten Testldufen wurde der Code auch zur Simulation des Neu-
tralgasverhaltens in dem fily TEXTOR vorgesehenen Pumplimiter eingesetzt.
Analytisch  berechnete Durchlaufwahrscheinlichkeiten wvon Molekiilen
hochverdiinnter Gase (im "Knudsen-Bereich") durch schmale Spalte und durch
zylindrische Réhren konnten mit dem Monte-Carlo-Algorithmus exakt repro-
duziert werden. Der Vorteill des hier beschriebenen Codes gegeniiber an-
deren bereits fur Druckanstiegsmessungen in Pumplimitern entwickelten
Interpretationscodes (/0.8/) ist einerseits die volle Bericksichtigung
der dreidimensionalen Geometrie, andererseits die Tatsache, dafl die ein-
gesetzten Schitzverfahren in diesem "stoBfreien' Parameterbereich beson-
ders effektiv werden, wdhrend wegen der andernorts
verwendeten "StoBschétzfunktion” erst ein "Pseudoplasma” im Pumplimiter
eingefiihrt werden mufite (loc.cit.}, damit die statistische Varianz nicht

unendlich wurde.
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A.0 DIE TOPOLOGIE DES ZUSTANDSRAUMES

Die Monte-farle Verfahren konnten unter Benutzung des Wahrschein-
lichkeitsmaBes p auf der Menge aller Trajektorien § als korrekt nachge-
rechnet werden. p ist festgelegt durch die Familie von Ubergangsdichten

-

;o N
(3.1.163.

Eine Licke in der Argumentation im Kapitel 3 war die abseits der hier
untersuchten Probleme liegende Frage, ob man auf diese Weise wirklich ein
WahrscheinlichkeitsmaB p auf {i= E , dem unendlichen Produkt des Zustands~-
raumes £, erhdlt. In der uns bekannten Literatur wird dies immer mit einem
von C. T. I. Tulces stammenden Resultat aus der Theorie iterierter Inte-
grale (/a.l/, /3.8/) begriindet. Dazu sind mafithecretische Vorausset-
zungen ndtig, in die auch die g-Algebra B suf E eingeht.

Der in der vorliegenden Arbeit zu Grunde liegende Zustandsraum Eniwar it.

{3.1.13) ein Produkt M x RS , M eine endliche Menge {1,2,...,m,m+1l} von
Speziesindices und einem Index m+l fiir den Zustand “absorbiertes

Teilchen® .

Fiir den Zustandsraum Eg {nur eine Spezies von Teilchen) ist in /3.7/ die
o-Algebra explizit konstrulert. Die Vorsussetzungen fir die Anwendbarkeit
des Satzes von Tulcea werden allerdings auch dort nicht nachgerechnet,
unter Hinweis auf die Weitschweifigkeit der dann nStigen Ausfilhrungen.
Hier sei nur darauf hingewiesen, daf dies auch nicht notig ist, wenn man
an Stelle des Satzes wvon Tulcea den weniger tiefliegendsn Satz von
Kolmogoroff (siehe 3.1.3) anwendet, der genausc die Existenz von p si-
chert, falls zusatzlich E ein metrisierbarer, vollstidndiger topclogischer
Raum ist, mit abzdhlbarer Basis {(Bez.: "Polmnischer Raum') /3.1/, Para-
graph 41. R und M (mit der diskreten Topclogie) sind polnische RZume
(loc. cit. und /a.2/, Counterexample 1), und mit zwel polnischen Rdumen
ist auch deren Produk: polnisch (/3.1/, Beispiel 41.23).

Deshalb war im Kapitel 3 der vorliegenden Arbeit der Satz von Kolmogoroff

fir den hier vorliegenden Zustandsraum En‘anwendbar, wodurch die coben er-

wiahnte Liicke geschlossen ist.
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B.0 PRAKTISCHE REALISIERUNG DES TRANSPORTKERNS

Der Transportkern T (3.3.7) stellt die Verteilungsdichte fiir die Zufalls-
zahl 1 dar, welche die Wegldnge (in cm) eines Testteilchens zwischen zwei
StoBen angibt. Im ersten Teil dieses Anhangs wird ein einfach Zi program-
mierender Algorithmus zur Behandlung nichtanaloger Kerne T beschrieben,
im zweiten Teil geben wir ein Verfashren an, mit dessen Hilfe die
Diskretisierung der Plasmaparameter zwecks Berechnung von Zufallszahlen

mit der Dichte T umgangen werden kann.

B.1T NICHTANALOGER TRANSPORTKERN

Wir lassen zur Vereinfachung nicht benbtigte Argumente in den Funktionen
weg. Laut (3.3.7) ist:

T(ri* PZ) = Xtot( r2)°exp(~§dsitot(s))
{b.1}

Integriert wird ldngs der geraden Linie & von 1 nach Py P sei dear
Hittelpunkt desjenigen Teilgebietes, fir welches maximale Rechengenauig-
keit gewlinscht wird (soll der Code iiberall mbglichst gleichmdBig gute Re-
sultate liefern, so ist =z.E. rn1 der Punkt mit maximalem statistischen
Fehler bei Verwendung des analogen Transportkerns T).

I(B( r})) sei eine monoton fallende Funktion von B, B( r) sei der Abstand
des Punktes r von P und es sei ﬁlmﬁ( ri)’ 62*3( rz}w

Fir den nichtanalogen Transportkern T setzen wir:
*
T (ry> Fy) = T(B,)/T(B,)°T( ry™ ry)

= Xtat{ rzjﬁexpf-édsﬁtot(s)+ln(l{52}}~1n(1{ﬁz)}}
(b.2)

(Im Rechencode verwenden wir immer eine Exponentislfunktion fir I, so daB8

der Exponent in (b.2) sich vereinfacht.)
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Realisiert man diesen Kern anstatt T, so erhdlt man im Mittel lingere

Flugstrecken fir Teilchen, die sich auf r_ zubewegen. Entfernen sich die

Frt

Teilchen von f ., werden die Flugbahnen im Durchschnitt kiirzer als es dem
#

physikalischen Modell entsprechen wirde. Zudem ist T nicht normiert.

Wollte man dies anschaulich interpretieren, miiBte man sagen, daB wdhrend

eines Fluges von 'y nach o guf r_ zu zusdtzliche Teilchen entstehen, an-

1
dernfalls (beim Entfernen von %n) verschwinden welche.

Bei jeder Realisierung von T* ist gem. Kap. 3.4 ein Faktor I(ﬁl)/l(ﬁz) in

der Funktion W (definiert in 3.4.3) anzubringen. Bei den

Simulationsbeispielen in Kapitel & sind nur von dem einen Parameter § ab-

hingende Funktionen I verwendet worden. Diese Funktionm wird aber vor Be-

ginn der Simulation explizit gesetzt und kann deshalb, cohne &nderung des

eigentlichen Simulationscodes, auch allgemeiner gewdhlt werden, also:
I=1I{i,r,v).

B.2 STETIG VARIIERENDE PLASMAPARAMETER

Ein dhnlicher Ubergang zu einem nichtanalogen Kern T* ermoglicht es, mit
Plasmaparametern zu arbeiten, die nicht stiickweise konstant sind. Insbe-
sondere fiir die Ankopplung des Neutralgasmodells an die neueren
2-dimensionalen Codes zur Simulation des Randschichtplasmas (/2.19%/,
/2.20/)y, die die AbhHdngigkeit der Plasmaparameter auch von einer
Kocrdinate parallel zum Magnetfeld beriicksichtigen, erscheint uns ein

solcher Algorithmus geeignet.

Das Netz, mit dem das betrachtete Volumen diskretisiert wird, ist dann nur
noch durch die gewilinschte Gite der Ortsaufl8sung der Neutralgasprofile
bestimmt, nicht mehr durch die Gradienten der Plasmaparameter. Es kann
deshalb u. U. grobmaschiger gewdhlt werden, wodurch Rechenzeit eingespart
werden kann. Spezielle Formen des im folgenden beschriebenen Verfahrens
werden in Neutronentransportcodes auch eingesetzt (/3.4/, Paragraph 2.6
und /3.48/).
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Jedar Raumzelle j des Netzes wird ein in dieser Zelle ortunabhingiger
#*
nichtanaloger Querschnitt Etot(i’j’ ¥} zugeordnet, der analoge Wert sei

wieder durch I (i, r,v} gegeben. Anstatt T aus (b.1} wird nun der

tot
*
nichtanaloge Kern T :
T (ry* o) = 50 (§,)° £1,10
(r.'g r“z} - tt}"{.(“};’) ex?{ j 3 t

o I

{h.3)
verwendet. Summiert wird im Exponenten idber den Index i der Raumzellen,
beginnend bei jmjl, dem Index der Zelle, die den Startpunkt ry enthalt,
endend bei j=j2, wenn der Flug in der Zelle mit dem Index j2 durch ein

Stoflereignils unterbrochen wird. 1, ist die Linge der in Zelle j zurickge-

_ o
legten Wegstrecke. Aus der Dichte T kann mit einem Inversionsverfahren
{siehe Kap. 3.2.1) gesammelt werden, wie dies auch in /0.6/ und /0.7/ fur
die dort beschriebenen Codes mit diskretisierten Plasmaparametern erldu-

tert ist.

ko
Die aufwendige Berechnung der Gewichtskorrektur T/T 148t sich durch
einen Trick vermeiden. Dazu ist es nitzlich, die Transportgleichung fiir
den Fluff ¢ (3.3.863), (3.3.84) in integrodifferentieller Form zu Grunde zu

legen. Sie lautet dann:
Vaev/ivl oG, povy + I (L V)80, L Y)

= Q{i,r,v) + /4 u'zmt( Fou'y Clr,u™ wyeel r,u’)
(b.4)
C und ¢ sind dabei wie in 3.3.33% und 3.3.34 definiert. (Die Funktion F,
die im Anschlu® an Gleichung (3.3.64) auftritt, ist die Greensche Funktion
des linken Teiles von (b.4). Transformiert man (b.4) mit dem zugehSirigen
Greenschen (Operator, so erhidlt man wieder (3.3.63), die Gleichung in inte-

graler Form.)

Der Differenz 25 zwischen nichtanalogem und analogem Querschnitt

o

Ly = Legeieot

(b.5)

ordnen wir einen "kiinstlichen" auch als §-8tof bezeichneten Prozel zu, in-
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dem wir auf beiden Seiten von b.4 eine "8-Stofdichte” {5 = Lg®¢ addieren,
Dazu wird auf der rechten Seite der Summand
I( Fouy8(u -ud¢{ r,u') ins Integral asufgenommen. Die §-Distribution in
diesem Summand ist der diesem Prozef zugeordnete StoBkern Cég findet ein
solcher Stof statt, #dndert sich also weder Spezies noch Geschwindigkeit
des Testteilchens. Beide Kerne U und 55 fagssen wir zu C* zusammen, so daf
nun
2i0t°C* mit C* - 21;(:%‘(‘./21:01;'C * zﬁlztotcﬁ

(b.6)
im Integral auf der rechten Seite von (b.4) steht. Neben einem nichtana-
logen Transportkern wird demnach auch ein nichtanaloger Stofkern C* var-

wendet.
Das analoge Monte-Carlo-Verfahren konvergiere gegen
T =E(X) = fdpX = F dx g{x) ¢(x)}.

o
Das gleiche Verfahren, aber bei Verwendung der nichtanalogen Kerne T und
€ und ohne Sewichtskorrektur konvergiert dann gegen

I* = E(X) = jdp*x = fdx g{x} ¢*fx)

wobedi @ﬁ(x} die Losung der Transportgleichung ist, die anstatt der ana-
logen die Kerne T* und G“‘!c enthdlt. Nun ist aber ¢=¢*, weil die Gleichung
(b.4) fiir ¢ nur identisch umgeformt wurde, also ist auch I = I*, weshalb
in der Tat nirgends Gewichtskorrekturen bei diesem speziellen nichtana-

logen ProzeB berechnet werden missen.

o
Das Realisieren des StoBkernes © bereitet keine praktischen Schwierig-
keiten. Man hat nur zu setzen:

e
L

E= <
z tot pechtgcecht O“pecht

t@t/ 1

*
Xéjztat = {I"pecht)acﬁ

{b.7)

Die durch.peﬂht definierte binomische Verteilung legt fest, ob der analoge
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Kern C zu realisieren ist, cder ob ein §-5toB stattfindet., Die Faktoren
€ acht und cg treten in der Schétzfunktion ¥ zusammen mit den
Normierungsfaktoren c auf {siehe z.B. Glg. (3.3.68)), =ind sie von Eins
verschieden, dann enthdlt der nichtanaloge ProzeS (Ehnlich wie in Anhang
B.1)  kiinstliche Spaltungs- und Absorptionsprozesse. Ist jedoch

*
=i dann kann man ¢

Etot tot® acht ﬁcénl setzen.

Die in /0.8/ beschriebene "Pseudostofitechnik" kann als Spezialfall hier-

von angesehen werden.

I3 * x
Setzt man im Falle Eto 2Xt0t jedoch

t

+*
(2¢%__ -%

Pecht = Ftot/ £ i o)

dann ergibt sich (hier jedoch mit wesentlich einfacherem Beweis) die in

/3.48/ beschricbene Methode,
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